内容简介 


本书是工科数学的内容、方法与技巧丛书之一，内容包括复数与复变函 
数、解析函数、复变函数的积分、级数、留数、共形映射等，按辑节对各个问题 
的内容、方法与技巧进行了归纳提高、释疑解难、分析演绎，利用大量的例题， 
对问题分析、数据计算作了充分的介绍和必要的比较，以帮助读者理解概念， 
掌握方法，熟悉技巧. 

本书是大学生学习复变函数的优秀辅导书，希望它能成为读者的良师益 
友. 




复变函数是高等学校的一门重要的数学基础课，也是自然科 
学与工程技术中常用的数学工具.它是微分方程、奇异积分方程、 
计算数学和概率论等数学分支的主要解析方法，又是空气动力学、 
流体力学、弹性力学、电磁学和热力学等学科的重要的几何定性研 
究方法.因此，学好复变函数课程对于在校大学生和科学技术工作 
者是十分重要的.本书就是为了帮助广大读者学好复变函数而编 
写的. 

复变函数的许多基本概念，如函数、极限、连续、导数和积分在 
形式上与微积分几乎相同，但复变函数却有本质上的深化,尤其是 
在方法和技巧上，更有着显著的不同.读者在学习中要特别注意它 
们之间的联系、发展和变化，理解概念、掌握方法、熟悉技巧. 

本书按照《复变函数课程教学大纲》要求编写，在概念与例题 
选编上都略有提高.为了使读者学习和使用起来更加方便,釆用了 
以章节为序的编写 方式. 每节分三个部 分:主 要内容部分对概念和 
方法进行了归纳和凝练，强调了读者应该注意的 问题; 疑难解析部 
分针对读者在理解概念和掌握方法中可能出现的问题进行了解剖 
分析、比较论证，尽可能使读者消除疑惑、解决 困难; 方法、技巧与 
典型例题分析部分利用了大量的例题，对分析问题、研究问题、计 
算数据、求取结果的方法作了大量的介绍和必要的比较，给读者掌 
握方法、熟悉技巧创造了很好的条件.缺憾的是，限于篇幅的原因， 
许多可以一题多解的问题我们只能列出一二种方法.希望读者在 
学习本书之后，作为练习，自己来补足这一点.编者相信本书能给 
读者以帮助和启发，使读者有较大的受益. 


本书是工科数学的内容、方法与技巧丛书之一，欢迎读者选用 
本套丛书.本书在编写和出版中得到华中科技大学出版社编辑和 
领导的热心支持和帮助，在此一并表示衷心的感谢. 

由于水平所限，错漏之处在所难免，热忱欢迎读者批评指正. 

孙清华孙昊 
2003年5月 
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第一章复数与复变函数 

本章主要讨论复数的概念、性质及运算，并引入平面点集、复 
变函数及其极限与连续性的概念，为以后各章的学习奠定基础. 

第一节复数的概念与几何表示 


主要内容 

一、 复数的概念 

形如2： == x + i：y 的数称为复数，其中工，> 为任意实数， i = 

称为虚单位. 又记 : r = Re ( z ),^ = Im ( z )， 分别称为 z 的实 
部与虚部. 

二、 复数的各种表示法 

1. 复数的复平面表示 

复数 2 = x + 与坐标平面上的点 0 , 30 构成-对应的关 

系，如图 1. 1所示.用点 ( x ， jy ) 表示复数 z = jt + 的方法，称为复 
数的复平面表 示法. 此时，直角坐标平面称为复平面或=平面，工轴 
称为实轴，: V 轴称为虚轴，点 zCra ) 即复数 z . 

2. 复数的向量表示 

在复平面上，复数2又与从原点指向点 z 
=工十&的向童构成 一一 对应，所以复数; r 可 

以用向量^表示.向量的长度称为= 的模； 当^ 

^0时，以 X 轴正向为始边，以$为终边的角 










(弧度）称为2的辐角.分别记为 


\z | = r = ^ x 2 y 2 ^ Argz = Q tan ( Argz ) = — • 

\ x i 

辐角有无穷多个，其中满足 一 7 C < 4 < 7 T 的辐角(?。称为 Arg ^ 的 
主值，记作沒()= argz . Argz = A + 2 kn ,6 1 为任一辐角 • z = 0时， 
辖角任取. 

3. 复数的极坐标表示 

利用直角坐标 ( z ，《 y ) 与极坐标 0,0) 之间的关系，将复数2表 
示为三角函数表 示式： 

z = x iy = r { cos 6 + isin 汐）， 


其中 r = \z\ — Yx z + y z , Q — arctan —. 

x 

4. 复数的指数表示式 

应用欧拉公式，将复数2表示为 2 = re w . 

复数在不同的运 算中可 选择不同的表示式进行运算 . 

三、复数的运算 

1. 相等•两个复数'和当且仅当实部与虚部分别相等时 
才相等. 

2. 对于两个复数2：! = ^! + i ^ i ,— Xi 4- ，有 

z = A + z 2 = (A + i^) + (JC 2 + iy 2 )" 

! = ( 工 i + i (: y! + y 2 )f 

^ 一 ^2 =( 丈 i + ) — (x 2 + iy 2 ) 

= — x 2 ) + iC^i — yt), 

z = z x z 2 = (x x -f iyO(x 2 + iy 2 > 

; {x x x 2 — y^) + l(x 2 y l + 工 1 力）， 

^ _ £i = + = 平 2 + y\yz , - ^zy\ — x x y t 

z t 工 2 + & x\ + y\ x\ + W . 

之 分别称为 V 和 A 的和、差、积、商.在商中关 0. 

3. 实部相同而虚部绝对值相等、符号相反的两个复数称为共 

轭复数，它有如下运算 性质: 




2 





= [Re(:)] 2 + [Im(z)] 2 ; 

~I ■ 

z z = 2ReO) ， 之 — ^ = 2lrn(^)* 

4. 两个复数乘积的模等于它们的模的乘积，两个复数乘积的 
辐角等于它们的辐角的和.即若 

= r x {cosd l + isin^x ) 9 z 2 — r 2 (cosd 2 + isin^ 2 ) 

则 zyz 2 — r l r 2 [^cos(d l + d z ) -f isin(^ + O z )~\. 

若 z = r(cosd + isin 夕），则 〆 = r n (cos/i 沒十 isinnO). 

5. 两个复数的商的模等于它们的模的商，两个复数的商的辐 
角等于被除数与除数的辐角之差.即若 

= r 1 (cos^ 1 + isin^ ) ^ z 2 — r 2 icosO t + isin^ 2 ) , 


则 — *^-|]cos (<9 2 — 么）十 isin(^ — ^ 2 )1 ~ -±- € ' i$ 2 $ \ ) ^ 
若 2 ： = r(cos^ + isin0) ， 则 



cos 


6 4 - 2kn 


ism 


B -j~ 2ik^K 


这里 6 = 0，1 ，…， 《 — L w 的 n 个值恰为以原点为中心、为半 

4 

径的圆周的内接正《边形的顶点.当々= 0时， W 。 称为主值. 


疑难解析 


1. 复数为什么不能比较大小？ 

答 实数能比较大小，是因为实数是有 序的；而募数 是无序 
的，所以不能比较大小 . / 

因为复数是实数的推广，则若复数有大小，其大小关系应与实 
数中大小关系保持一致.不妨取复数0和 i 加以 讨论： 

因为 i 关 0, 设 i > 0, 则 i • i > i • 0 = 0, 得 一 1 > 0, 显然不 
成立；设 i < 0, 则 i • i > i • 0 = 0( 不等式两边同乘以小于零的数， 




不等号反向），也有 一 1>0,所以， i 与0无法比较大小 * 从而知，两 
个复数是不能比较大小的. 

然而，复数的模、实部和虚部都是实数，辐角也是实数，是有序 
的.因此，可以比较两个复数的模、实部、虚部和辐角的大小.在这 
个意义上，也称复数是部分有序的. 

2. 怎样确定辐角的主值 argz ? 


答 因为复数之的辑角 Argz = 沒， tan 泛 = 2 •而 一 n < argz 

= 0 o ^ n . 所以，0。(见图 1. 2) 按下列关系式来 确定： 

( 

arctan ^在第一象限， 


arctan — + z 在第二象限， 

cirgz — ^ 

arctan — — tt :, ^在第三象限， 


arctan — -f 2 k , 在第四象限， 

v 

除0以外的复数都有确定的辐角 * 0的辐角可以是任意的. 



图 L 2 

3. 复数可以用向量表示，是否就此可以认为复数的运算与向 
量的运算相同？ 

答不能 • 复数的运算与向量的运算有相同之处也有不同之 
处. 


如复数运算与向量运算有相同的加法运算和数乘运算，但向 




量运算有数量积、向量积和混合积，复数则 没有； 复数运算有乘、 
除、乘幂和方根，向量也没有.复数相乘的几何意义是将复数 A 放 
大 k 2 | 倍，再将其辐角按逆时针方向旋转角度 A rg ~， 即先作一个 

相似变换，再作一个旋转变换，而向量的数量积与向量积都不是这 
样的. 

4. 怎样理解两个复数々与 A 的乘积和商的辐角公式？ 

I z 

ArgCz^g) = Argz x + Arg^ 2 , Arg 」 = Argz 1 — Argz 2 . 

Z 2 

答 由于上述两个公式两边的辐角都有无穷多个值，因此等 
式的意义 是：任 意给定一个等式右边两个多值函数一对可能取的 
值，右边多值函数也必有一个值使这个等式成立.反之也是这样. 

也就是说，等式的值是在全体意义上的相等，而不是某一组值 
的相等.例如，若仏和％为 Argq 和 Arg ^ 的任一对选定值，则 
ArgO / z ) .中一^定有一 个 0 存在，使 cos ^ = cos (沒^ + 夕 2 ) , sin ^ = 

sin(A + 不一定就是 A +仏，而可以是使沒+2/^ =込+沒 2 

中的一个.反之也是这样. 

5 . 复数所具有的运算性质是否使复数集合成为复 数域？ 

答是•复数的运算具有以下 规律： 5 

(1) 若是复数，则 A + A 也是复数. 

(2) 满足对加法的结合律与交换律，即对于复数；^,2： 2 ,5： 3 ，有 

之 1 + ( 之 1 + Z Z ) = (z x + Z 2 ) z 2 = z 2 + z x . 

(3) 关于加法存在零元素，对于任意复数有 

0-^-z = z-\-0 — z. 

(4) 关于加法存在逆元素•对于任意复数存在复数 一 Z ， 使 

z { 一 z ) = ( — Z ) 十2： = 0. 

(5) 若々是复数，则也是复数. 

(6) 满足对乘法的结合律与交换律，即对于复数有 

之 1( 之 2 之 3) = (Z 1 Z 2 )Z SJ Z X Z 2 = Z 2 Z lt 

(7) 关于乘法存在单位元素1，对于任意复数有 


使 


* 


砉 


(8) 关于乘法存在逆元素.对于任意复数％ = 0,存在复数 


(9) 满足对加法与乘法的分配律，即对于任意复数和 




(^1 + 2 2 )之 3 =之1之3 + Z 2 Z S 


所以，全体复数构成一个复数域 • 


方法、技巧与典型例题分析 


首先，作为基本概念，要熟悉复数的各种表示形式及相互转 

r 1 

换，特别是辐角主值的确定.其次，复数运算必须遵循复数的运算 
规律，法韋复数运算与实数运算的不同 A . 

一 、复数 的氰念 

例1 求下列复数的模与辐角: 


( 1 ) i ; 


( 2 ) 


(3) 


(3 + 4 i )(2 - 50 


(4) 


(5) r 


解⑴ 


kl 


( 6 ) 


(/ T ) 


3 + 2 i ’ 

|. X +. / Tij ". 

(3 + i ) (2 — i ) 
(3 r - i )(2 +1)* 





2, 


argjz ： = arctan 


7f 


( 2 ) 


3 + 2 i 


3 - 2 i 

(3 - 2 i )(3 + 2 i ) 


13 


+ 


_ 2 
U " 




# 


(3) 


argz 


(3 +4i)(2 -5i) 


arctan 


3 


_ 2 + —i \ (2 —5i)= — 


13i 


kl 



— 7 

了 


2 


+ ( — 13) 


/29 

~2~ 


^rgz 


arctan 


(26 




(4) 


1 



3 


n 


(e m/3 ) rt = cos 


/27 T 


+ isin 


nn 


kl 




flTt ttK 

1， argz = — + 2kn (— k < — + 2kn < 兀的々 ） • 


(5) i 8 - 4i 21 + i = (- l) 4 - 4i 



1 — 3i ， 


\z\ = /I + (— 3) 


2 


VTo t arg 之 


arctan3. 


( 6 ) 


(3 + i)(2 — i) _ 7 — i 
(3 - i)(2 + i) ^ TTl 


48 14, 

50~ 50 1 



H 


kl 还可由以下方法求得 


f 481 

2 

1 

( - 14\ 

.50J 

十 

1 50 ] 


2 


1 ， engz = 一 arctan 


24 


卜 — 二 —（3 + i)(2-i) (3 —i)(2 + i) …, 

kl - - (3 -i)( 2 -fi)*(3 + i)(2 




h 


k ! 


3 + 


2 


2 



• I 


1 ( 共扼复数的模相等 ). 


例 2 求满足下列条件的复数 z: 

(1) z+ \z\ = 2 + i ； (2)z 

(3) (1 + 2i)z = 4 + 3i; 


3 + fli ， 且 |z — 2 I 〈 2; 


10 

(4) 1 < ^ < 6 为实数， x，y 为整数 _ 


解 （ 1) 设之 =X + ij ， 则 J ： + iy + + y = 2 十 i. 


由 x + = 2, y = l ,% x = ^ - i . 

(2) 因为 k -2| = |3 + ^ i -2| = + a 2 <2, 所以 ， a 的 

值可取 （ 一 ) 间任 一 * 实数，％有无穷多个. 

(3) 因为 Z = 2 — 〖，所 以 z = 2 -\- i . 

(4) 设2 =工 + i：v (工 ， y G 1且^：，：^不同时为零），则 


z + 


1 U 

Z 


X + i：y 十 


由条件知 :V 




x + ijy 

0或 x 2 + y 






\ 

10 * 


x ^ y 1 ) 




当 y = 0 时，满足 l<x + x 3 X ^ y = x + f <6 的工不存 

在. 

当： r 2 + y = 10 时，由 1 O + I = 2 x <6 知， +< 

工<3，故工可取1，2,3,7可取士 3, 士 1. 于是，满足条件的复数为 

1 + 3 i » 1 _ 3 i ♦ 3 + i ， 3 — i _ 

例3 化简 Vl + / x 2 — li ，| x | 彡 1. 

解设原式=« + 知，则 I + 2尤 ^/ x z — \\ = «* 一 v 2 十 2 i *«; ， 
由 

,j 1 

i t 

■> ■ v 

■F -- 

w 2 + X ； 2 = 1， 2 uv — 2 ^o \/ jc 2 — 1, 

解得 U ==士 x 9 v =士 v ^ c 2 — 1 ，所以 


! 1 Vl % 2 x vV — li 二士 （：+ %/ x 2 二 ii ). 

例 4 当工 A 等于什么实数时，等式 z + r ^% ~ 3> 
1 + i 成立？ 

解 由等式可得 x + 1 + iO ； — 3) = 2 + 8 i ， 所以 

' I ■ 

f 

fx+l = 2 ， fx = 1» 

{ ( 

b — 3 = 8， = 11. 


例 


求下列复数的三角表示式与指数表 示式: 


(1)1 — V^3~ i ； 

( 3 ) — ^/\2 — 2 i ; 

(5) 1 — cos(p + isin 沪 


(2) 1 + itan^ (tt < ^ < 2tt )； 

, I 

(cos5y + isinS^) 2 
(cos3^ — isin3f) 3 T 

(0 < 丌）. 


丌 


解 （ 1) 因为 丨 1 — v^3~il = 2 ， arg(l _ V^i) = _ 所以 


1 — v3 i = 2 


n 


丌 \ 


cos 


ism 


in /3 


(2 ) 因为 11 + itan^| = v^l + tan 2 沒 = — sec 沒， argz = —n 


沒，所以，当 k<0<2tt 时，有 


r- 


1 + itan 汐 


sind 


COS I —7 T —汐 I 


ism I —7T 


e 


sind 


e 
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(3 ) 因为 I _ v^ 12 — 2iI — \/l2 + 4 = 4，argz 


5 


丌，所 


以 


以 


^/\2 — 2i = 4 cos 冬 7r 


ISm —7 T 


4e 


i 5 ir /6 


參 


(4) 先将分子、分母分别用指数式表出，则 


(cos5p + isinSy) 
(COS3P — isin3p) 


2 


e 


i! 9 f 


(e i59 ) 2 

cosl9 穸 + isin!9p. 


(5 ) 因为丨 1 — cosf + isin^l 




72(1 — cos<p) = 2sin | ，所 


arg(l — cos 9 ?+ isinp) = arctan 


sm^p 


1 — cos<p 


arctan 


1 


COS<p 


sm ^>} 

故 1 — cosp 十 isinp = 2sin 


7 T 

~2 


9 

2' 


cos 


TT 


名 j + isin 


7 T 


9 


2sin 


也可以这样得出结果： 

1 — cosp + isin<p = 2sin 2 署 


2sin 




sin 


i2sin -ycos 音 

+ ICOS ^r 


2sin 


9_ 


f 


cos 


丌 


9_ 


+ isin 


7 t 


9 

2 


« 


例 6 将复数 1 +i 所对应的向量按顺时针方向旋转求 


此向量所对应的复数 t 

解 因为只进行了旋转变换而模不变，相当于对 1 +i 乘以 

e _ i2K/3 , 所以 

2 ： = (1 + i)e~ i2lt/3 = (1 十 i)| cos ^- ism 


i2*/3 


2^ 


2n 


(1 +i) 


y 3 * 


2 


一 1 + y/~3~ I 一 1 ^* 



例 7 设 argO + 2) 


7C 


,argOs ： — 2) 


2 


O |v 

求之 . 


u 


解设 2 + 2 *= r x I <?os 


7C 

1 



ism 


7C 


5 


z - 2 = r 2 | cos jn + isin jt, 



丄 V 3 . 

r i +^2 ~ lr i 

1, 

r 2 + y h ， 


则 


z 


2 


r i 一 2 



yj 

2 


in 




3 


r 2 + 2 + V ir 2 - 


比较实部与虚部，得 

+ r i — 2 s 

解得 q = 2 . 于是 


/3 , V3 1 

丁厂 2 + 2, ~^r x = -r 2 , 


z 


(1 _ 2) + v 3 i — 一 1 + v 3 i . 




二、复数的代数运算 

10 • 



复数的代数运算包括和、差、积、商，还包括乘幂和 方根. 为了 
使运算更加简捷和准确，应该选择合适的表示式来表示复数.有时 
还可以由几何意义来讨论复数的代数运算. 

例8 将复数 z 乘以 i 或一 的模与辐角会有什么变化？ 


解 因为 i = e 


13T/2 


e 


i«/2 


，所以 




争 


re iB * e 1 冗 /2 


re 谢咖， 


即，此时 z 的模不变，辐角增加 "2. 

2 ： • (― i ) = re ld * e ~ lK/2 = re K ^"" K/2) , 

即，此时 2 的模不变，辐角减少 n /2. 


例9 设 ^1 = 1 = v 3 + i ， 求 ^ i ^ 2 * 

解直接计算 


^ iz 2 = (1 + i )( v 3 十 i ) = v 3 + i + v 3 i — 1 


(yS 一 l )+ i(l + v 3 ). 


化为指数式 ， A = V 2^\ z 2 = 20 /6 , 所以 


之而 = (V2^){2e^) 


/ ye i5 


買 /12 


显然，指数式 运算更简单. 


例10 计算 


1 


/Ti 


f 


解法1 


1 



- /Ti 


10 




1 - v^3 


(1 + /Ti) 2 


(1 — y^3~i)d + , 


10 


2 + 2 i 


10 


丄丄 
I 


/3 . 


10 





— + 




丄丄 
2 丁 


v ^3 


8 J 


-1 + ^Ai 

2 丁 2 / 




11 




_ J 


/3 - 


解法 2 1 - 

1 - yTi 


3 


TC , . . 7T 

cos - r —— h ism — 


2 e 


iff/3 


2 

■ 

{ 7t ) 

- ^ 

/ 

cos 

+ ism 


— 

\ 3 j 



*1 


= 2 e _‘ 气 

■ 


1 十 / 3 i 

10 

f 2 e iV3 

li - v^Tij 


2e -i 叫 


10 


(e 


i2«/3\10 _ gi20it/3 


cos ^7 T + isin ^7 t 
o o 


- ^ + 


/3 ^ 


■番 


例 ii 计算 yr + i - 


解 因为 1 + i = v 2 cos 


其四个根为 


Vl + i = 

: V 1 


TV X = 

-^~2 1 cos 

rv 2 = 

= V ~2 

1 cos 

xv z — 

y 2 

f ， 

cos : 

i 

xv A = 

V 2 

f : 

cos - 


7 T 


)/ 



1COS 


7 t 


/ ye iw/4 , 所以 


TC 

16 

9 n 

16 



» k = 0 ， 1 ， 2,3. 

• • 丌 

1Sin 16 

.. 9 tc 
ism — , f 
16 


17 兀 • isin 1 冰 


16 

25 k 
IS 




16 

‘ . 25 k 

1S m — ■ ， 



这四个根是以原点为中心、半径为 # 的圆内 

接正四边形的四个顶点(见图 1.3)， w 。 的辐角 
0 — w/16. 

例12 求方程+ 2 2 + 2： + 1 = 0 的根, 

1 

并将^ + 1分解 因式. 

解 因为（之 一 l )( z 3 +之 2 + 2 + 1) =之 4 


图 1.3 

一 

1，而 Z — 1 = 0的根为％ = 1，则/ 一 1 = 0的其余三个根即 


为所求. 


12 
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由 Z 4 _1 = 0, 得 2： = VY . 因为 1 = cosO 十 isino ，所以，之 4 — 
1 = 0的四个根(见图 1.4) 为 



于是，知 z 3 -\- z z -\~ z - hl ~ 0 的根为 i， 一 1， 

一 i. 且 

z 3 z 2 z -j- I = O — i)( 2 ： + 1)(^ + i). 

例 13 解方程 （1 + 2) 5 = (1 — ^) 5 . 

解 因为2 = 1不是方程的根，将上式变形，即 

/ I _L Z \ 5 

w 5 = ； - = 1 = cosO + isinO = e l0 *， 

u — 4 

则由复式的方根知， w 5 = 1 的根为 

1 A i 2 x /5 0 i 6«/5 ^8買/5 

丄 , C f c f C f c « 


w — 1 — e ia — 1 
w + 1 — e itt + 1 


1 + 之 

fT^ 1 =- ---- 


1 — Z 

cosa — 1 + isina 
cosa + 1 + isina 


, a , a , . a 
2sin — sin — + icos —- 

U 1 u 乙 

a / a . a 
2 cos —i cos — + ism — 


itan 


所以，方程的根为 z 




例 14 已知 z 3 = 8,求 ^ + z 2 -\- 2 z + 2 的值 • 

解 因为之 3 — 8 =( 之 一 2)0 2 + 2之 + 4) = 0,所以 z 


解 因为之 3 — 8 =(之 一 2) O 2 + 2之+ 4: 

或2 2 + & + 4 = 0，于是 

之 3 + 之 2 + 2之 + 2 = 8 + (z 2 十2之 + 4) - 2 





例 15 解方程 / — 4 iz — (4 — 9 i ) = 0* 

解 原方程=/ _ 4 k + (2 i ) 2 + 9 i = 0,得 


(z — 2i) 2 =— 9i 


2i + ^ — 9i. 


因为，由棣美弗公式 


— 9 i = 3 cos 


(- f 


十々兀十 isin 


- j - kit 




士 1 +0. 


故 


2 i + >/ — 9 i = 土了 + i 2 -F ~ j • 


例 16 解方程 z 




(〃为 自然数). 


解 若 W = 1，则 Z 士 1，得 Z 




若《 = 2,则 


为全体实数. 


若《>3,则 |5| = 1 丨或 |:| = I 才 ― 1 ，得 


| 之丨= 0或 卜1 




由 = 0,得 r 


由I之丨=1，知 G = 〆，即〆 = 1. 于是之= v^T 

0，1 ，…， n — 1) .当々= 0时，5： = 1. 




(k 


怎 1 + 2 之 2 





例 17 解方程组 U + i ；= 2 4 

解 将第一式乘以3再减去第二式，得 


(6 — i)z 2 = 14- 6 i=>z 


1 + 6 i 

T—T 


代回第二式，得 a = i — i . 

三、复数的等式与不等式的证明 

证明关于复数的等式与不等式，是复数概念的一个难点，读者 

* 

要善于借助^的不同表示式4 与+ 的关系 j 的性质，以及一些实 

Z 

数中的不等式和图形的几何性质来证明. 

例18 若 IH = 1,证明 :对任 何复数^ 和卜有 


• 14 • 



证 利用= 1，则 z = I ，于是 


az ~\~ b 


az + b 1 


az h 

b z a 


b + a z z 

丨 

az + 6 



例19 设 z 十 z -1 = 2 cos 6 (z ^ 0,沒是之 的辐角），证明: 


z 11 + z~ n = 2cosw^ {z 0)- 

证 由题设条件，考虑用复数的指数形式或三角形式，又由 

求证的等式考虑使用棣美弗公式.所以，设 


z = re ld — r(cosd + isin 汐）， 


则 


z 


1 + 


(cos 汐 + isin 汐 ） H - (cos 汐一 isin^) 


十土 


cos 没 + i 


sin 久 


比较 2 T 1 + 2 = 2 cos ^， 得方程组 


( 1 

r H -= 2 ， 

r 

s =^r = l=^>z — cos 夕 + isin 汐 . 

r — 丄= 0， 

I r 

由棣美弗公式，得 

z n + z^ n = (cos 沒 + isin 沒 ) n + ( cos & — isin 沒 ) — rt 

— (cos « 沒 ~h isin> 2 ^) + (cosn^ —— isinn^) = 2cosn0. 

例 20 证明： 

cos3^ = cos 3 没一 3cos 沒 sin 2 沒， sin3^ — 3cos 2 沒 sin 沒一 sin 3 久 

证利用棣美弗公式来证.由 

(cos 沒 + isin 沒 ） 3 = cos 3^ + isin3^ 

和 （cos 沒 + isin^) 3 = cos 3 沒 + i3cos 2 沒 sin 沒 + i 2 3sin 2 沒 cos 沒 + i 3 sin 3 ^ 

= cos 3 ^ — 3 cos ^ sin 2 ^ + i ( 3 cos 2 沒 sin 沒一 sin 3 沒）， 
知 cos 3^ = cos 3 沒一 3 cos 0 sin z 没， sin 3^ = 3 cos 2 ^ sin ^ — sin 3 0. 
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例 21 设 


+ 

— 


+ 其中 a ， b ， x ， y 均为实数.证明 
2 + V = 1. 


证 先求出的 x ，： y 的表达式_因为 


工 + i：y 

x — iy 

比较系数，得 


(x + iy ) 2 

(工一 iy)(ao + iy ) 


y z + 2 ixy 

T TJ 2 


+ lb . 


_ y 

2 + y 


2 xy 


于是 


2 


十& 


例 22 设 


( x 2 — y z \ 2 2 xy 

l^ r T7i ^\^ r TJ 2 l 

2 x z y z + ： y 4 + 4 x V 

( x 2 + y ) 2 ~ ~ 

= 工 + bs 证明： 


2 


Or 2 + y ) 2 

(? + y ) 2 




/y 


(I 工 I + 1^1 ) ^ \z\ ^ \x\ + \y\ m 


证不等式左边等价于 


7 ( w + \ y \) 2 < \ z \ 


+ y ， 


2 


即 + y + 2\ x \ \y \ <2( x 2 + y )=^(|^| - |夕|) 2 >0, 

所以，左边不等式成立. ^ 

不等式右边等价于 

kp= x: + y < tkl + l^l) 2 = *r 2 + 2|x| | ： y| + y, 

即 2 kM:vl > o , 所以，右边不等式成立.故原不等式成立. 


例23设 kol <1,证 明:若 <1,则 

•- 

证若 kl C 4, 则 kl 2 d - kd 2 ) <] 


之 0 


、;，、…丨 1 — 芝 0 之| 

1«。| 2 ) < 1 — k 0 | 2 , 故 


< 1 * 


1^| 2 + 1^0 I 2 < 1 + k| 2 |^o| 2 * 
z o 1 2 = \ z \ z + l«o I 2 — 2 Refe 0 ) (见例 26) 

< 1 + \ z \ z \ z 0 \ 2 — 2 Re ( zz 0 ) = ll —. 


之之0 1 2 _ 


16 


所以 


z 




0 


1 — zz 


< L 


z 


z 


0 


< 1. 


由模的非负性，得 p — 

例 24 设 W 是 1 的 《 次根，且 W 关1，证明 W 满足方程 


1 


z 


+ 之 2 ~h … 


一 1 


0 . 


因 tt / 1 = 1，即 w ”一 1 = 0,故 


{tv — 1)(1 + w + zv 


2 



• ■争 


+ te / 1-1 ) = 0, 


由 w # 1，故1 +加 


zv 1 


+ zv n ^ 1 = 0 ， 即 

1 + $ + 之2 + …+ 之"一 1 = 


0 . 


例25 设 A 和 A 为任意复数，为实数，且 al + aly ^0 


证明: 


之 1 I 2 + 1^2 I 2 _ \ z l Z l \ ^2 


\a x z x + a 2 z 2 1 


2 


+ a 


2 


< |^| 2 + k 2 | 2 + 14 + ^ [- 


证引入辅助角心令 tan 0 = >• 于是 

a 2 

2 ^ aiZ \ \ 心广 2 丨 =2 | zisin ^ + z 2 cos 0 \ 2 

a \ + a \ - 

= 2 [|之 1 [ 2 sin 2 ^ + | z 2 [ 2 cos 2 ^ + 2 Re sin^cos 

=|^| 2 + kzi 2 + (kil 2 - k 2 | 2 )cos2^ 

+ 2Re(z!^ 2 )sin2^ 

=12^ 1 2 + I 之 2 1 2 + Zcos2 沒 + Bsin20, 

因为 A = lal 2 — \ z 2 \ z ^B = 2 Re 0^ 2 ) 均为实数，有 

| i 4 cos 2^ + Bsin 2^| ^ VA z ^ ， 

又 >/ A 2 = { Iql 4 + | z 2 | 4 — 21441 + 4[ ReOi 2 )] 2 } 1/2 

=[ W 4 + k 2 | 4 + 2 Re (御] 1/2 
=[kf + 引 2 ] 1/2 = W + 4 丨， 

于是，得 

• 17 • 


kl I 


2 


-2 I 2 ~ kl + ^2 I ^2 





“2 之 2 I 


2 


^1 + 

< kiI 2 + I 之 21 2 十 kf + 

例 26 利用棣美弗公式，证明拉格朗日的两个三角等式 


n 


^^coskO 


sin 


n 



1 


d • cos — /sin 


k = 0 


H 


Zj^nkd — sin 


n 



j- 


2 -d * sin 字 /sin 音 （sin # O). 


证 设 z = cos0 + isinl 则 z* = coskO + isin 紐，则 


n 


n 


n 


^^coskd + i^sin^ = 




k ^=0 


0 


0 


n 


o 




k 


1 + 之 + 之 2 + •〃 + 2： 1 * 


1 


Z 


j * + 1 


1 


z 


(1 -， +1 )(l - 

(1 — 之 ） （1 — 芝 ) 

— 2 ： + 之 


1 


Z 


«+1 


2 — O + 芝 ) 


(zz = 1), 


rt 


故 S 




鼋 


o 


2cos0 


■ 

[1 — cosCn + 1 ) 夕 一 cos 沒 + cosnd^\ 



i [— sin(n + 1 ) 夕 + sin 沒 + sin” 汐 ], 

比较式①，式② V 得 


n 


^^coskd 


1 — cos(n + 1) 沒 —— cos 汐 + cosnd 

2(1 — cos 夕） 

2sin z ^ + 2sm ― ^sm — 


4sin 2 


Q 

Y 


■ 

sin 4 - sin ^ ^6 sin ^-~-^dcos ~0 


2 多 in 


0 


sin 


2 




H 


^y^^inkO = ^^sinkd 


0 


0 


—— sin(n + 1)^ + sin 汐 + sinnd 

2(1 — cos 沒） 


① 


② 


_ 


18 


鲁 






2sin — cos 


cos ^^8 


4sin : 


cos 


cos 


Zn + 1 


sm 



-^sin ^6 

Cd 


2sin y sin -- 

四、平面几何问题的复数方法 

由于复数与平面向量之间的关系，我们可以用复数方法来分 
析、讨论和求证平面几何问题.常见的做法是 :将平 面上的点用复 
数表示，将平面曲线化为复数形式；或者将点用向量表示，利用向 
量运算求解.解决一个几何问题的方法是不惟一的，为了节省篇 
幅，我们一般都只给出一个我们认为较简捷的解法.读者可以自己 
试用别的方法讨论和求解. 

例 H 设 A 为任意两个复数， 证明： 

⑴ 1 之 1 + ^ 2 | < ki I + 1« 2 | ； 


(2) |^i — z 2 1 


2 


1 之 1 | 2 十 j^2 I 2 — 2Re(Z!Z2 ) ； 


( 3 ) l:i — 々 I > M:i 丨 一 1 之 2 ! !• 

证 （1) 利用 kl 2 = s 证明.因为 

I 怎 1 + 之 2I 2 = ( 之 1 十之 2) ( 之 1 + :2 〉 = ( 之 1 + A)Oi + z 2 ) 


之 1 之 1 + ^2^2 + Z t^\ + Z \^l 


由于与共轭，且 

I 之 1 1 2 + 十 ZReO^j) < U 2 + \z 2 \ 2 + 2|^ 2 | 




\ Z l\ 2 + 1:2 P + 2 Ui 丨 I 之 2 1 

(I 之 1 1 + 1 ) 2 * 


所以 


之 i + < kiI + \z 2 \^ 


③ 


(2) 12^1 — 2^2 I 2 — (-1 — 之 2) ( 之 1 — Z 2 ) = (q * 

=ki l 2 + 丨之 2 j 2 — ^2^1 — 一 


z 2 )(z^ — z 2 ) 


Ui 1 2 + 丨 a r — 十 


_ 


IQ • 



= |々| 2 十 \ z 2 \ 2 — 2 Re ( z t z 2 ). ④ 

(3) 将式③应用于 h 及々一々，有 

|^1 | = \z 2 + Z 1 — Z z \ ^ \z z \ + 丨之 1 — =2 j ， 

即 1之1 — 々 I > U — 1之2丨， 

同理 k 2 | = Ul + ^2 — ^1 I ^ kl I + 1 之 2 — 之 ll ， 

即 | 之 1 — 之 2 | > I 之 2 1 — kiI =— (ki| — I 之 2 1 ) ⑨ 

于是 ki — 之 2 | > I kiI — k 2 l I . ⑤ 

式⑤的几何意义 是：三 角边任意一边的长不小于其它两边边长之 


差的绝对值. 


将式③与式④的结论综合，可得 

1 之 1 + 之 2 丨 2 + kl — ^2 I 2 = kll 2 + 1:2 I 2 + + ZiZz ' 

+ 1:1 I 2 + U2 I 2 ~ «2«1 ~ Z X Z 2 

■r 

= 2(1 之 1I 2 + k 2 l 2 )- 

j _ ■ 

其几何意义 是:平 行四边形两对角线平方的和等于各边平方的和. 



例 28 设复数对应于等边三角形的 
三个顶点，证明： 

a z + b z ，+ c 2 — ab — be ca ^ 0. 

证由图 1 . 5 可知，向量茲转过 f 得向量 


图 1. 5 


茲,菸转过 f 得到玆. 


又 te iw/3 | = l , arg e i " 3 = |•根据复数的乘法，有 

c — a = e w/s (6 — a) t 
a — b = e ln/B (c — b 、 ， 

故 (c — a)(c — 6) = (6 — a)(a — d) f 

BP c 2 — ac — be + ab = ba — a 2 — b z + ab. 

所以 a 2 + 十 c 2 — ab — be 一 ca — 0. 


參 


例 29 /证明 ：复数 or ，沒所表示的向量互相垂直的充分条件为 
20 • 




Rc(aj3) = 0. 

证 由图 1.6 可见，向量 or 与 j3 互相垂直 
的充要条件是 

\P~a\ 2 = |a^ + |/3| 2 . 

由于 \ j 3 — a \ 2 = ((5 — a ) (/3 — or) 

=(P — a ) (芦— a ) 图 1. 6 

=/3p + oroT — (or^ cr/3) 

=j/3 | 2 丄 |aj 2 — 2Re(a^). 

所以，可将 a 与 /3 互相垂直的充要条件写为 RKorp) = 0. 



例30 


证明 ：方程 


Z 一 Zi 

z — z 2 


=k ( 0 < k ^ l fZl ^ z 2 ) 表示平 


面上一个圆周，圆心2。 = 



，半径户= 


k\z x — z z 

丨 1 -k z \ 


证 


由 


Z 


Z 


Z 


之2 



\z\ Z 一 Z X Z 一 Z\Z + 1^：! | 2 

— k Z {\z \ 2 — Z 2 z — z 2 z + |s 2 I 2 ) » 

|z| 2 (l — ^ 2 ) — 2：(^1 — k Z Zz) — z(z x — k Z Z 2 ) 


化为1^1 2 - 


即 


= 是 2 | 之 2 1 2 — | 2 ， 

z(z x — k z z 2 ) z(z x — n 2 ) , 丨 4 一 k 2 z z I 


2 


Z 


1- k 2 

作 2 I 2 - kil 2 

1 - k 2 

Zi —— k 2 z z 


1 - k 2 


z 


1 -k 2 

ki — k z z z 1 2 
(1 -k 2 Y~ 

z x — k 2 z 2 

1 — k 2 



a-k 2 y 


化为 


(1 -k z )(k z \z 2 \ 2 - U) + (A -k 2 Z 2 )G x - k 2 z z ) 

(1 - w 

2 k 2 ( \z 2 \ 2 + \z x I 2 — z 2 z^ — z x z z ) 


— k z z 


z 


1 — k 


2 


(1 -k z ) 


k 2 \z x — Z 2 \ 

(i - T 2 ^ 


两边开方，得 
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z 


k 2 z 




2 


l-k 2 


k\z 1 — z 2 \ 

1 - k 2 


该式是圆心为半径为 k 


z 


z 


1 — k 2 


(0 <Ck ^ 1,Z X 笑 z 2 ) 


的圆周的方程. 

例 31 证 明：以 ^2^3和叫，切 2 ，切3为顶点的两个三角形相 
似的充要条件是 

' 1 1 1 

I 

0* 

I 

w! zv 2 w 3 

证由复数的几何意义及几何中两三角形相似的判定定理 
知，两三角形相似应有 


之 3 - 

_ 之 1 


• 

一 w x 

z 2 ■ 

-之 1 


rv 2 - 

— xv x 


且 


arg(z 3 — a：!) — arg(5： 2 — z x ) 

=arg(w 3 — w x ) — arg(w 2 — w x ). 


即 


即 


^3 — 

z 2 — Z\ 


由行列式计算，得 


w 3 ~ W ! 
w z — w x 


1 

1 

1 


1 

0 

0 

之1 

之2 

:3 

s: 

之1 

之2 - 

* 之1 

之3 - 

• Z \ 

加1 

rv 2 



TOl 

vo t - 

- zv x 

W 3 - 

- rv x 


— ( z 2 ~ Z x )(w 3 — ) = (z 3 — «i)(w 2 ~ U；!) 

^ 0 ， 

^3 — ^1 _ ZP 3 — ZQ 1 

z 2 一 z x uu z 一 1 V X 9 


显然，二者完全相同,则此题得证. 

例32 若 P 为单位圆内点， a 为复平面上点，证 明: 


1^ 当 | a | = 1， 
5 —<1，当 | a | <1, 
^ l > i , 当 wx 
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证 当 jaj =1时，因为 a # #， 所以 


a — /? 


丨 a —扪 _ 

a — /5| 

1 一 a 夕 

- — 

la j 丨 1 一 a /? 

■ 

j a — aa /9 | 

a — ^\ 


当 kl < 1时，由 


«-/?l 2 

= (a — /?) (a — ^) = 1 ^ | 2 + j /? | 2 — ( a /? ^ a ) 

及 u 

- a ^\ 2 = (1 — «/?)(l - 印) 


=1 + | a | 2 j /5| 2 - (# + 恥）， 

而 

(1 — t /?| 2 )|«| 2 < 1 - |/?| 2 ， 

即 

| a | 2 + |/3| 2 <1 + W 2 | iS | 2 ， 

所以 

k -劇 <L 


丨 1 — Of /?| 


当叫>1时,上式中（1- |/?| 2 )| a | 2 > 1 - |/?| 2 ,即 


kl 2 + |別 2 >1 + W\ 2 \^\K 

所以 产^〉 1 . 

11 一 a i®l 

等式的几何意义 是：当 /?为单位圆内点，而 a 分别为单位圆 


上、圆内和圆外点时，对应的点 Z = 
内和圆外. 


■分别在单位圆上、圆 
1 — a ^ 


例33 


证明: 复平面上的直线方程的一般形式为 


az az C — 0 9 


其中 a # 0 为复数， C 为实数. 

证 实平面上的直线方程为 


Ax + By + (7 = 0， 

其中 A ， S , C 均为实数，且不同时为零•由 


A 


z - j - z 


"h B 


z 一 z 


得 


令 a 


i 4 - B 


z 


A 



(7 = 0, 


+ 


. B 


z 



C — 0. 


^ + i 晏，即得心 + a 




C = 0,且 a 矣 （)• 
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反之，对方程 + + C = 0, 设 a = Z 十 iB 矣 0 ,则有 

(A 4- i^) (x — iy ) + (A — iB)(x + iy ) + C = 0， 

得 十 2 By 十 C = ()• 

其中 Z ，5， C 均为实数，且不同时为零. 

例34 证明： 复平面上的圆周方程的一般形式为 

zz az az C = 0 ^ 

其中《为复常数，(：为实常数. 

证 实平面上的圆周方程为 

Cr-x 0 ) 2 + (_y — %) 2 = 尺 2 ， 

即 X 2 + y — 2 jojc 0 — 2yy 。 + x \ -\- yl — R 2 = 0 , 

化为之之 _ (T。 — i^o)^ —( 工 。 + ijVo): + (^o + 3^0 _ 只 2 ) = 0 ， 

即得 zz 十 az + osr + C = 0. 

其中 a = — ( jr Q [ y 0 ) y c = xl yl — R z , 

将 5： = "2： + i：y，a = a + i6 代入 zz az az C — 0,得 
•r 2 + y + (a - ibUx + iy ) + (a + ib)(x - ij») + C = 0. 
化为 y 2 + tax + 2 by 十 C = 0， 

即 （x 十 a) 2 + iy bY = a z + b 2 ~C 

是实平面上的圆周方程. 

例35 若 kl | = |之2 I = |之3 j = 1，且之1 +之2 +之3 = 0. 证明: 

是内接于单位圆 kl = 1的一个正三角形的顶点. 

证法1 因为，由本节例27推论，有 

|之1 —々I 2 + I 之1 + r ^ 2( |«1 1 2 + k 2 r) = 4. 

由+ 之2 + 之3 = 0=>^! + 之 2 = — 之 3 => | 之1 + 之2丨=|之3 I = 1， 

得 I之1 — 之21 2 = 4 — 1=> \ z l — Z 2 \ = /T. 

同理 |之2 —之3 I = V / ^ ， kl — =3 I = 

所以，三角形三边长相等且等于 ^, z l 9 z 29 z 3 是内接于单位圆的 
正三角形的顶点. 

证法 2 设 A = r k (cosO k + S\n0 k ) ,k = l ， 2,3,o = 1 = \z k \, 
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因为 A + A + ^3 = 0 ,所以 

COS^i 4 - cos^ 2 + cos 汐 3 = 0 ， 
sln6 l + sin^ 2 + sin 汐 3 = 0 ， 

(cos0 l + cos0 2 ) z = ( — cos ^) 2 ， 

(siiK?! + s\n8 2 ) z = (— sin^ 3 ) 2 . 

将两边相加，得 

2 + Ecos^cos^ + ZsinAsin 沒 2 = 1 ， 

故 cos (^2 — 60 ―― 音 => 沒 2 — d' = 音 If. 

同理 d l — 6 ^ = J ~7 T . 

于是知， Zl ，^2,2：3 是内接于单位圆的正三角形 图 I . 7 
的顶点，如图 1.7 所示. 

证法3 因为 

O — z x )(z — Zz) (z — Z S ) 

= 2： 3 — (Z x + Z Z + Z^)Z Z 

+ ( 之 1 之 2 + 之 1 之 3 + =2 之 3)= _ Z X Z Z Z % , 



而 



z 2 + z 3 = 0, 1^1 




Z k z k 




^1^2 +之 1 之 3 + 之2之3 


± 丨 ± 丨 i 

z x z 2 z 3 -1-1- 

I 之3 ^2 之1 

2 ： 1 ^ 2^3 (^1 + ^2 4 - Z 3 ) 




0, 


所以 O — Z x )(z — z 2 )(z — z s ) — z 3 — z 1 z 2 z 3m 

而 I _ Z l Z 2 Z Z I = 1，故 之1，之2，之3是： 3 —之1之2:3 = 0的三个根， 

是内接于单位圆的.正三角形的顶点. 

证法 4 设 A = A + i % (々=1，2,3)，由已知条件可得 


x x 



0, 


: yi + h + 力= 0, 


d W = 1 ， 


将工1 = _ (a +工3)，力 =—(^2 + 代入工 2 + y = 1，得 

同理 

2 (^2^3 + 3^3) =— 1=^ 2 { x x x z + ^1^2) = 2(工兩 + ^1^3) 
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所以（而 一 x z Y + (^1 — y 2 ) 2 = fe — ^3> 2 + (^2 — y%y 

— 0 3 — a ) 2 + (^3 — yO 2 » 

即 丨〜 一 2： 2 丨 = I 2 2 — 2： 3 丨=丨 — A I • 

于是知， A ， Z 2 ,2： 3 是内接于单位圆的正三角形的顶点. 

例36 若 《，/?， y ，5 为复平面上的四个点，证 明： 

(1) 向量济与 W 间的夹角为 arg ^ l . 

(2) 过 点〜卢 的直线与过73的直线平行的条件是 

Im 7^ = 0 ， 

垂直的条件是 

R e a ~A — n 

Ke y _ 汐 - 0. 

证 （1) 向量济与正实轴夹角为 arg(a —/?)， 效与正实轴夹 
角为 arg (7 — 幻，因此济与济之间的夹角为 

arg(a — /?) — arg(7 ~ 5) = arg j 

(2) 两直线平行的条件是碎与菸平行，因而 ^| = 〆 实 
数).所以 ， Im ^| = 0. 

两直线垂直的条件是济与效垂直,即其辐角相差 f , 有 

=^* /2 == ^| cos -| + isin f ) = i 为实数）.所以 ， Re = 0. 

例 37 证明 ：平面 上三点共线的充要条件是 

fill 

Im --^ = 0 ，即 a 异 7=0. 

a /? 7 

证三点共线，即向量苏与艿平行，由例 36(2) 知， 
lm ^ f =0, 即 
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a — /3 
a —— 7 


K 实数) 


a -^ 


而 


例 38 

充要条件是 


111 _ 
a 3 / = 0^> ^—4= 

卜 y a — 7 
a 13 7 / 

证明 ：平面 上四点 Zi 9 z 2 $ z 3 9 Z 4 共圆的 


a -^ 
a — 7 


之 2 


之 4 


实数. 


Z >1 之 4 之 


因为 A ， A ， A ，2； 4 共圆的充要条件是 

如图 1. 8所示. 



由本节例 36(1) 知 


图 1. 


arg 


之2 


6 H~ 2kn 9 arg — 

之2 


汐十 2kiit 


其中々，心为整数，因此 


arg 


之4 


之2 


之2 


arg 


之1 


^3 
之3 


arg 


之2 


£4 
之4 


2(k — k^TCy 


即 


之1 一之3 

z 2 — z 3 

例39 


^4 


之 2 — 之 4 

若 kil 


为实数. 


Uzl = 1^3 I ，证明 



arg 


Z 3 — Z Z 


arg 


f 2 


证因为三点的模相等，所以三点必位于 
圆心在原点的同一圆周上.且 


arg 


z z — z 2 


ar g ( 之 3 ~^z) — arg(z 3 


图 1. 9 


arg 


52 

之 1 


argz 2 — argzi = /I 


由图 1. 9 可知， a 是圆周角，沒是同一圆弧所对的圆心角，由平 
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面几何的定理知/? = 2 a . 故 


arg 


之3 — 之2 
之3 —之1 



第二节复球面与平面区域 


主要内容 


一、 复球面 



图 1.10 
二、区域 


作一个与复平面切于原点 o 的球 
面.将原点称为 s (南极），过 S 且垂直 Z 
平面的直线与球面交于点 N (北极).则 
球面上任一点 P 都有复平面上一点 z 与 
之对应(规定点 N 与点 oo 对应），因而球 
面上每一点都有惟一的一个复数 z 与之 
对应.球面称为复球面. 


1. 平面 上以々 为中心、谷(占 >0) 为半径的圆|龙_*： 0 | <沒内 
部的点的集合称为 2。 的邻域， 0 < \z — z Q \ < 3 称 Zo 的去心邻域. 

2. 设乃为¥面点集•若对任一 a ei >， 存在; r 。 印一今邻域，使 
邻域内的点全属于1>，|1称砌为 D 的内点;若认的每 +点 都是内 
点，则 D 称为 开集. 

若 D 是一个开集，且 D 中任何两点都可以用完全属宁 D 的折 
线连接起来，则乃是连通的，称为一个区域. 

若但在 P 的任意小邻域内总含有 D 的点，称为 D 的 
边界点， D 的所有边界点组成 D 的边界(不一定连续). 

区域 D 及其边界构成闭区域 


争 
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套 


若一个区域 D 内的所有点 ^ 满足 Id < M ，则称是有界的. 
3. 单连通域与多连通域 

(1) 设之 (O = 文⑴ + iyO) (a 其中 x(/) ， _y(0 是实 

变量 f 的连续函数，则以0表示复平面上的连续曲线 C . 若对 Z 的每 
一值，[/(0] 2 +[: / G )] 2 关0,则称为光滑曲线.以 a ) 和2(办) 
称为曲线 C 的起点与终点.若对 a < 6 < f 2 < 6,当6关 心 

而有 z (^) =以/ 2 )时，点称为曲线 C 的重点.没有重点的连 
续曲线称为简单曲线或约当 ( Jardan ) 曲线. 

任意一条简单闭曲线 C 把复平面分为三个不相交的点 集：有 
界区域，称为 (:的 内部;无界区域，称为 C 的外 部; C , 称为内部与外 
部的边界. 

(2) 若在复平面上区域 S 内任作一条简单闭曲线，其内部总 
属于则称 B 为单连通域.若5不是单连通域，则 B 是多连通域. 

疑难解析 

1- 为什么在复平面中规定无穷远点只是一个点？ 

答在实数中， OC 分为+ OO 与一 CO , 对应于数轴两端无限 
远处的点，而在复平面上只有惟一的无限远点 OO .这是因为，由复 
球面上点与复平面上点的——对应性，复球面的北极 N 与拓广的 
复平面上惟一的无穷远点构成——对应. 

引人唯一的无穷远点在理论上有重大的意义，它不仅可以作 
为复平面惟一的边界点，而且还可以存在自己的邻域. 

2 . 无穷远点的数学意义是什么？它存在哪些运算？ 

答复平面加上无穷远点后称为扩充复平面或拓广复平面. 
复平面又称为有限复平面. 

复数 OO 的实部、虚部和辐角均无意义，复数 OO 的模规定为 
|〜丨=+ a •规定关于如的四则运算为 


a 







* 


其中 a 是不等于 00 的复数（又称为有限点）. 

3. 复数平面区域的概念与微积分中二元函数区域的概念是 
否相同？ 


答可以认为相同.因为复数 z 对应复平面上的点所 
以复数与微积分中二元函数有密切的关系.如对复变函数如= 
f ( z ) 的研究就可以化为对一对实二元函数的研究,从而使我们可 
以利用微积分中学到的知识来分析、讨论和解决问题. 


4. 集合 G 的内点与聚点（或极限点）有什么区别？ 

答若对于集合为平面上一点，若在&的任一邻域内 
都含有 G 的无穷多个点，则称々为 G 的一个聚点.以下五个说法是 
互相等 价的： 

(1) A 为 G 的 聚点； 


(2) 々的任一邻域内含有 G 的无穷多 个点； 

(3) %的任一邻域内至少含有异于 z 。 而属于 G 的一 个点； 

(4) 的任一邻域内至少含有 G 的两 个点； 

C 5) 可在 G 中取出点列&，々，•••，％，•••（之》尹 z 0 ) ，而％以 
为 极限. 即对任给£> 0,存在 iV >0, 当”〉 W 时，—2。| < e . 


属于 G 又不是 G 的聚点的点称为 G 的孤立点. 

聚点与内点不同•内点是聚点，但聚点不一定属于 G , 不一定 

是内点.如0是点列1，|,…, … 的聚点，但不是内点.边界点 


可能是聚点，也可能不是 


方法、技巧与典型例题分析 


平面区域问题主要是认识数与形之间的关系，即由等式或不 
等式确定平面区域的图形，或由平面区域的图形写出其等式或不 

等式表示.解此类问题主要利用平面几何知识与复数的基本概念 
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进行，注意几个条件共同满足下区域的确定. 

例1 试写出复平面上圆的几种表示式. 

解 常用的圆的表示式有三种. 

I ^ _ ^0 I = r ，表本以 2: 。为圆心、 r 为半径的圆周. 
zz + az-haz + C = 0, a 为复数， C 为实数. 

^ = ^0 + re itf (0 表示以％为圆心、半径为 r 的圆周. 

zz az - i - az C = 0 表示圆周，可参看上节例 34 的证明. 

由 \^ — z 0 \ = r => — z Q \ z = r=>(z — z 0 )(z — z 0 ) = r 2 

化为士 _ be — — r z = 0,即有上面的形式. 

又由 \z — z 0 \ = r ，则； 2：— 之 0 = re ,tf =>x — z 0 -\- re w . 

例 2 满足下列关系式 


cos 沒 < r < 2 cos ^ I _ 吾 < 6 + 

V w Li 


的点 z = r ( cos ^ + isin ^) 是否构成区域?若构成区域，是单连通域 


还是复连通域? 


解 由 2： = x + i：y = r ( cos 夕 + isin 沒）知， y j ^ 

I 

H 

r = ^/x z + 夕 2 ， cosd = 工 - 

y ? + y 

sinO = — - ^ 

+ 3； 2 

因为 cosd < r < 2cosh 所以 

X <,x 2 y 2 <i 2x. 

得卜 — jj 2 十 y > ( ij 2 和 (<2： — 1)2 + 〆 < 1 •故满足关系式 
的点集充满以 A == 1 为圆心、半径为1的圆内部,而在以 z = *|•为 

r 

圆心、半径为" I "的圆外部区域(见图 1.11). 

例 3 — 个矩形的内部是不是区域?它的内部加上它边界上的一 

点是不是区域?它的内部加上它外部的一点是不是区域?为什么？ 

答矩形的内部是一个区域，因为它满足是一个开集、并且 



图 1.11 
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单连通这两个要求. 

矩形内部加上它边界上的一点尸 i 不是区域，因为这时 h 不 
是内点，所以不是开集. 

同理，矩形内部加上它外部的一点尸2也不是一个区域. 


例4 设集合 G 为/所有满足 UI <1的点2所构成，证 明: 

(1) 对任 一 a € G ， z 。 为内点, G 为开集； 


(2) 集合 UI <1上任一点都是<?的聚点， | z | <1是闭集; 

(3) 集合 kl > 1上任一点 A 都是 G 的外点. 

证 （1) 对于 G 中任一点％,都可以构造 

一个位于 G 内的、圆心为☆、半径小于 


1 — |=。I ( |=。丨 < 1) 的圆5(5： 0 ).所以 2 T 。 为内 
点，且 kl <1为开集. 

(2) 显然中每一点都是聚点.而对 
若 kd = 1，则 A 的任一邻域内含有 G 的无穷 



图 1. 12 


多个点，故也是 G 的聚点.因而，集合< 1 
的所有聚点的集合为 UI < 1，即 UI < 1为闭集. 

(3) 对任 jsj —个 k 2 |> l 的点％,可以构造一个以力为中心、 


半径小于> 2 1:—1的圆 su 2 ) ，圆中任何一个点都不属于|2：] <1. 
所以， h 为 G 的外点. 


其图形如图 1.12 所示. 

例5证明.•由圆1| <1与 k + l | <1的内部所成的 
集合£：是开集但不是区域. 

证如图 1.13 所示，因为£全部由内 

点组成，所以£；是坪寒‘卑是,£；不是连通 
的，对于 k — i | <1内任一点 a 和 k + i | 

<1内任一点％,无法用一条完全脣于£的 
折线连接起来，所以£：不是_个区域. 

例6指出下列各题中点 z 的轨迹或所 图1:13 
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在区域，并作图. 

( 1 ) Re(z + 2 ) =— 1 ; ( 2 ) \z — z x \ = \z — z 2 \; 

(3) |之 + 1| + \z — 2 \ = 5; (4) U — 31 — 1 之 + 2| = 1; 
(5) ImO 2 ) >1; (6) \z\ + Rej 2 r| < 1 ； 

(7) < 1; (8) b, < lm(z) <b 2 . 

z + I 

分析 .. 一般用两种方法来进行分析和确定 .一 是由几何方法 
分析，将等式或不等式变形，找出动点的轨迹，然后画出图形;二是 
由代数方法分析，将等式或不等式化为曲线的标准方程，从而确定 
轨迹与图形. 

解 a) 用几何方法.由 

•Re {z + 2) =— l=>Re(5r) - {- Re(2) = — = — 3 

知，动点实部 等于一 3,虚部任意，是过点^ =一 3且平行虚轴的直 
线（见图 1.14 a )_ 

用代数方法.可设2： = + ijy , 由 Re (2： + 2) = — 1，得 x = 

一 3， jy 任意，是过点2 =— 3且平行虚轴的一条直线. 1 



⑷ ( b ) ( c ) 


图 1，14 

(2) 用几何方法.知动点 z 到&和 Q 距离相等，所以 z 的轨迹 
是线段的垂直平分线. 

用代数 方法. 令 z =工+ ijyA = a + iyuz 2 = x 2 + i ： y 2 , 代人 
方程 k 一 A 丨 = k — a 丨得 

V’O 二 Xj) z + (y — y x ) 2 = V(-r — x 2 ) 2 + (^ — ^) 2 - 

两边平方后经整理得 

*■ 
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: Vl 十 >2 

2 : 

_ ^2 

了 1 

^2 — 


是一条直线，且过 

的中点 1 

/ 


X 



- x z 1 

2 

3^1 - 

: J 

f yz ' 


2 


， 斜率是 


x 


2 


X 


k 而 i 的斜率为々 i 


夕2 




yz ~ y \ 

平分线（见图 1.14 b ), 


^2 


■^1 


). 故该直线是 Ah 的垂 


下面各题我们只给出一种分析方法，请读者自己尝试用其它 


方法分析. 


(3) 等式表示到点 A = — 1的距离到点4 = 2的距离之和为 
5的动点^的轨迹 • 由解析几何知识知，这是一个以 A =— 1与 
= 2为焦点的椭圆（见图 1. 14 c ). 

(4) 等式表示到点 a = 3的距离与到点 z 2 =-2 的距离之差 
为1的动点 z 的轨迹.由解析几何知识知，这是一对以点& = 3和 
之 2 =- 2为焦点的双曲线(见图 1. 15 a )* 



( a ) ( b ) (c) 


图 1,15 


(5) 设之 = 工 + i ： y ， 则 z 2 — x 2 — y z 2 ixjy •由 Im (之 2 ) > 1 得 

2 x ： y > 1，即+，是双曲线外区域(见图 1.15 b ). 

(6) 设 2 = x + i ： y ， 则不等式化为 V i 2 + y 2 + x < 1，即 

•/ x 2 -\~ y z < 1 - x=>y <- 2 jc — -yj , 

是抛物线左边区域(见图 1. 150. 
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(7) 设 z = *r + i ： y ， 则 1^ — 11 ^ |2 + 1| 化为 

/(X - I) 2 +'y < /uTTF+7, 

平方后化简，得0,是包括虚轴在内的右半平面（见图 1. 16 a ). 

(8) hClmOXh 表示虚部介于乂与&间的复数 z 形成的 
带形域（见图 1.16 b ). 



( b ) 


图 1,16 

例7 满足下列条件的点集是什么？如果是区域，是单连通域 
还是多连通域？ 

(l)Im(s：) = 3; (2) Re(«) >■ ? (3) \z — i | ^ |« + i | ； 

(4) JReU) I 〉 1; (5) |^| < l ， Re(2：X 如 

(6) 0 <C arg(js ： — 1) <C "j*» 2 <C Re( 2 ：) <C 3; 

(7) z -f \z\ ^ 0. 



( a ) ( b ) ( c ) 


图 1-17 

解 （1) 是过点 3 i 且平行于实轴的一条直线，不是区域(见图 
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1. 17 a ). 


(2) 是以 z = I 为左边界（不含）的右半平面(见图 1. 17 b )， 
是单连通域. 


(3) k — i | < |2十 i | = \^5"，是以 i 为圆心、为半径的 


圆域，是一个闭区域、单连通域（见图1, 17c). 

(4) 是直线工 ==— 1左半平面， 直线 ： c = 1右半平面(不含直 
线），是开集不是区域(见图 1. 18a), 


(5) 是以原点为圆心、1为半径的圆内部，直线 +( 含直 
线）左边，是闭区域、单连通域(见图 1. 18 b ). 


⑹是 以直知 = 2 和为平行边，直线啡 ( 卜 1) = | 


和实轴为两腰的梯形内部，是单连通域(见图 1.18 c ). 



图 1_ 18 

(兄)设之=:+ i « y ，则之+ kl ^ O 化 

为 ： c + Vx 2 + y + 关0,即为一个去掉 
负实轴 舍原点 的平面，是单连通域（见图 

x 1* 19). 

例8 下列方程表示什么样的曲线？ 

(1) 之 = l+k， 0 ^ f ^ 1 ； 

(2) z — 3e 2iw , 0 ^ ^ ^ 1 j 
(3) 2=l + i，+ P， 0 ^ ^ 1 ； 
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(4) Re ( z z ) - 为实常数； 

(5) |z + a| + \z — a \ = b ， a，b 均为正实数； 

(6) k — a|=ReO — 6)， a ，6 均为实 常数. 

解 （1) 由 z = J ： + i ： y ， 得 = ，是由'点 

^i = l 到点 z 2 — 1 + i 的直线段. 

(2) 因为 3 e 2iw = 3 cos 2 拟 + 3 isin 27 U ， 所以 x = 3 cos 2 财，= 

3 sin 2 K / (0< f < l )， 是以 z 。= 0 为圆心、 3 为半径的圆周《逆时针 
方向）. 

(3) 由 z = x + ijy ， 得 1)，是抛物 

线 yj = ^ _ 1上由点 q = 1到点 A = 2 +丨的一 段弧. 

(4) 由 ：= x + i ： y ， 得 Re [( j： z — y 2 ) + \2xy^\ = 6,即 _ r 2 _ jy 2 

=卜，是一组双曲线. 

(5) 由 a ： = j ： + bs 得 

V {x — a) 2 y 2 = - -/{x — aY + y z + 6 , 

两边平方后化简，得 

—— ^ax —— b 2 = — 2b \/(工 + a) 2 +. ? _ ’ 

两边再平方后化简，得 

x 2 y 2 

b A / Ub 2 — 16 a 2 ) + ¥Jl = l ' 

当办 > 2 a 时，《的轨迹为一椭圆；当6 = 2 a 时，;2：的轨迹缩为一点. 

(6) 原式化为 */( J ： 一 aY y 2 — x — 两边平方，得 

(x — a) 2 + y 2 = (,x 一 bY ， 

即 y 2 — (b 2 ~ a 2 ) = 2 (a — 汉)淡， 

是一条开口向右的拋物线. 

例 9 写出下列点集的内点、外点和边 界点. 

( l ) O ^ Re ( k ) < 4; (2) 0 ^ arg < | z | >3. 

解 （1) 设之 =: r + &则 Re ( i Z )=— >于是 
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0 ^ Re(iz) <C 4 ==> — 4 _y < 0. 

内点集合:{^： = x + i ^| — 4 < ^ < 0} ； 

外点集合: { 2 ： == -X + ijy |^ > 0 U y <— 4} ； 

边界点集合： {= = -r + | ^ = 0 U 4}. 

(2) 设 2 = r〆 ， 由 |z| > 3,0 < argz < *^， 于是 
内点集合+ = ^ 0< d < ^-,r > 3J ; 

外点集合 = j < d <2 n , r < S ] i ； 

边界点集合：卜= re itf I Q = 0且子且 r >3,0<^ 

<子且 r = 3 }. 

例 10 下式表示什么样的 曲线： 

(1) arg Z T ] = «; (2) ~ Tr \ =〜“为实数. 

解 （1) 由 z = x + \ y^z + 1 = x + 1 + iy^z — 1 = x — 1 
+ i « y ，得 


arg 



V V 

arctan -- — arctan —: — r 

x — l x +1 


arctan 


ty 


U A W ^ UAA a I n 7 

〆 + y — i 

2 y 

2' T 2 - 7 = tana , 

工十 ： y — 1 

2ycota^>x z + (y — cot a) 


所以 ， = 

即 x 2 + y z 一 1 = 2ycota^>x z + 

是一圆心为 cota 、 半径为 cscff 的圆周. 

(2 ) 由 z = :c + i ： y ， 得 


csc ^ a . 



化简得 （1 — a 2 )( x 2 + y ) — 2(1 + a 2 )^: + (1 — 〆 ）= 0 •当 a = 
1 时是直线工 = 0,当 a 关 1 时是圆周. 


第三节复变函数、极限与连续性 


主要内容 

一、 复变函数 

1. 设 G 是一个复数 z == :r + ijy 的集合，如果存在一个确定的 
法则，使对于集合 G 中的每一个复数;2：都有一个或几个复数===« 
+ ^与之对应，则称复变数 W 是复变数 Z 的函数，记作 W ==/ CO . 
若一个2：值对应 W 的一个值，则函数是单值的;若一个2值对应 W 
的多个值，则函数是多值的. 

2. 用 z 平面上的点表示自变量^的值，用 w 平面上的点表示 

函数 w 的值，则函数 w == /( z ) 在几何上可以看作 z 平面上一个点 
集 G (定义集合）到《；平面上一个集合(函数值集合）的映射 
(变换），又称为 w 构成的映射. 2称为 w 的原像 ， W 称为 z 

的映像 • 

3. 若函数 w = 的定义集合为 z 平面上的 G , 函数值集合 

为如 平面上的则 G * 中的每一个点 w 必对应 d 中的一个(或 
几个）点，于是在上确定了一个单值(或多值）函数 z 

称为函数 w == /( z ) 的反函数，也称为映射 w = f(z) 的逆映射. 
对任意 W € G * ，有 W =/[ 〆 《；)]• 

当反函数为单值时，有 Z = fC / U )],2： 6 G . 

若 w = / O ) 与 ar = y < w ) 都是单值的，则称函数(映射 )w = 
/ O ) 是——对应的.也称集合 G 和 G * 是——对应的.若力垆心， 
/ Oi ) 尹 /( Z 2 )，w = /( J 8：) 称为单叶函数. 

二、 复变函数的极限 

1. 设函数 W = / O ) 定义在2：。的去心邻域0 < \z — z 0 \ < P 
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时，若有一确定的数 A 存在，对于任给的 e >0, 恒有一正数 Me ) 
(0 <》< 〆 》，使得当 0< k-^ol <谷时，有 I / O ) -^41 < e ， 则 
称 Z 为 / O ) 当 z 趋向于％时的极限，记作 


lim /( z ) = A 或 f(z) A z 0 ). 

注意 Z 趋向于;2：。的方式是任意的. 

2. 极限计算有以下两个定理. 

定理 1 设/(之）= u { x , y ) + iv ( x , y ) ,A = m 0 + ivot^o = 

+ i %， 则 lim / G ) = A 的充要条件是 

^~^Z n 


Simuix f y )= 
^^0 


w 0 , \ imv ( x ^ y ) == v 0 . 



即复变函数 w = f ( z ) = “( x ， jy ) + iv ( xjy ) 的极限存在等价于其 
实部 w ( x ，： y ) 和虚部 z ；0 r ， j 0 的极限同时存在. 

定理2 如果 lim / O ) = A f \ lmg ( z ) =召，贝!] 

z-^z n 


(1) lim [/0) 士 发 O )] = A B ； 
卜 *0 

(2) limfMgiz ) = AS ； 


(3) lim 


f ( z ) A 






giz ^ B 


(B ^ 0)* 


、复突函数的连续性 

如果 lim /0) = / Or 。）， 则称函数 / Or ) 在 z 。 连续.如果 


/( z ) 在区域 D 内处处连续，称 /( z ) 在 D 内连续. 

2. 关于连续性有以下两个 定理. 

定理3 函数 /(&) = w (» r ，>0 十 iv ( x r y ) 在 z 。 x 。 + i )，。 处 
处连续的充要条件是: mOtoO 和 v ( uy ) 在 Or 。，？。） 连续，即复变 


函数 TO = /( z ) = U(JT，30 + iv ( x , y ) 在 = JT 。 + iy 。 连续等价于 
其实部 w ( x ，_ y ) 和虚部 v 0 c ，： y ) 同时在 O ：。，^。） 连续. 

定理 4 (1) 在〜连续的两个函数/00与名(4的和、差、积、 

苘(分母在％不为零）在％仍连续. 
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(2) 如果函数 A = g(z) 在 2 ：。 连续，函数 w = /( z ) 在/ 1 。= 
gUo ) 连续，则复合函数 W = /[ g (2)] 在2。连续. 

3. 有理整函数 w = P{z) ~ a 0 -j- a^z + a〆 +…+ a〆 1 在 
复平面上处处连续. 

有理分式函数 w = Piz)/QM (尸 0), QU ) 是有理整函数) 
在复平面上使分母不为零的点处处连续. 

若 lim / O ) = f(z 0 ) y z 6 C ， 则称函数 /( z ) 在曲线 C 上连续. 

4. 有界闭集上连续函数的性质 

设 G 为复平面上的有界闭集，函数 w = f ( z ) 在 U 上连续，则 

(1) 函数 / O ) 在闭集 G 上有界，即存在常数 A /， 使对于任何 Z 

e G ， 都有 |/(>)丨 < a /. 

在闭曲线或包含曲线端点在内的曲线段上连续的函数 /oo 
在闭曲线上有界，即有 1/0)1 < M . 

(2) 函数 |/ U ) I 在闭集 G 上达到最大值与最小值，即在 G 上 
存在 〆 和/ ，使得 z e 且 

1/(^) I < l/k) I < I/VOI. 

(3) 函数 /0 O 在闭集 G 上一致连续. 


疑难解析 

1. 函数、映射和变换是否 是同一 概念？ 

答函数、映射和变换都是一种对应关系的反映，它们是同 
一概念.在分析中，习惯把变量之间的对应关系称为函数，如 w = 
/ a ) 就反映在确定的法则下，集合 G 中的数 Z 与集合 G * 中的数 w 
的一种函数关系，•在几何中，习惯把两个点集之间的对应关系称为 
映射，如 w = f ( z ) 就反映 z 平面上一个点集 G •与 w 平面上一个点 
集的映射关系；而代数中，又把变量之间的对应关系称为变 
换，如 w == f ( z ) 就反映集合 G 到集合 G * 的变换关系. 
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因此，在复变函数中我们不再区分函数、映射和变换，而把它 
们都看作 z 平面上集合 G 与 w 平面上集合之间的一种对应. 


2. 复 变函数 

答设 z = 


/0 O 与实变函数有什么关系？ 


+ iy^ 



，则 


zu 




/⑴ 


0，： y ) + 


it ； ( x ， j /)， 所以一个复变函数 




/ O ) 相当于定义两个实变函数 


( D ) 和 


( x ， 30 . 讨论一个复变函数 w = f ( z ) 的极限与 


连续性就需要讨论两个实二元函数的极限与连续性. 


复变函数的定义虽然在形式上与实一元函数的定义几乎完全 
一致，但反映的实质却不相同，复变函数反映 z 平面上点集 G 与 w 
平面上点集 G * 的对应关系，需要两个平面来表示;而实一元函数 
反映两个实轴上点集之间的对应关系，只需用一个平面上的一条 
曲线就可以直观地表示，显然要简单得多. 

3. 为什么在复变函数的极限概念中，要强调 2 — %的方式是 
任意的？ 

答 复变函数 w = f ( z ) 当 z 々的极限与实变函数 : y = 

/(工）当 z — x 。 的极限在形式上与叙述方法上几乎一致，但要求却 
大不相同. 


对极限 lim / Cr ) 而言，: r 只能在 x 轴上取值, x — x 。 只能从左、 
^ x 0 


从右或时左时右地在直线方向上发生*而对极限 lim / u ) 来说, 


在复平面上取值 ， k %可以从任意方向、以任意方式发生;所以, 
必须强调在的任意方式下橛限的惟一性，因而对函数的要 


求更高 r 更严格. 

但是，两个极限的几何意义是完全相 同的. 即只要以或： T ) 进 
入％ (或工 0) 的衣邻域，它的像点 / U ) (或 /( x )) 就进人 A 的 e 邻 
域，只是以圆形的3邻域代替了数轴上的 &邻域 • 正因为如此, 


/( W 与 / U ) 有相同的极限运算法则. 
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方法、技巧与典型例题分析 


―、复变函数概念 

处理复变函数问题首先想到的应该是它与实二元函数的关 
系，因此要以实二元函数的要求来进行 讨论. 因为函数、映射和变 
换是一致的，我们还可以用几何和代数方法进行 讨论. 

例1 求下列函数的定义域，并判断这些函数在定义域内是 
否为连续函数. 


( 1 ) XV = I Z | ； 

(4) TV = \ 


(2) w = z 3 ; (3) vu = 

(5) w = %/ z 2 ― 3之 + 2; 



(6) w = z z + (2 一 Oz 一 2i. 

解 （1) 定义域是整个复平面.因为 Ikl 一 k 。 丨丨 — 
对任意 A 都成立 ，所以在全平面都连续. 

(2) 定义域是全平面.因为 = z 在全平面连续，所以 w = ; r 3 
在全平面连续. 


(3) 定义域是除去点$ =— 2的全平面.因为分子、分母都是 
在全平面连续的多项式,所以與 =( 私一 1 )/U — 2) 在定义域内 


连续 • , 

(4) 定义域为全平面.因为 u ； = 定义的三个单值函数 


( |念、卜〉1/3^(3«路十汝0/3 


| e i(ar«*+2*ic/3) 


= ^e iz ** /3 , k = 0 ， 1，2 


都在全平面连续，所以 W = 在全平面连续 • 

(5) 因为之 2 — 3怎 + 2 =(之 一 1)(之 一 2 )，w = /之 2 — 32 + 2 

确定两个单值函数 

\z - l\ 1/z \z _ 2| 1/2 e C2 * ,t+,rg(e - 1>+<,rgU - 2)]/2 , k = 0,1, 

其定义域为除去连接1与2直线段的全平面.又因模与辐角都连 
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续，所以实部与虚部都连续，函数在定义域内连续. 

(6) 因为 z 2 ~h (2 — i)z — 2i = (z — i ) (z 2)， 则函数确定 

了两个单值函数 

|z - i | 1/2 | 之 + 2| 1/2 e [ar8(z_i)+argU+2)+z * K3/2 , k = 0,1, 

其定义域为除去连接 i 与一 2 的直线段的全平面，因为模与辐角都 
连续，其实部与虚部都连续，所以函数在定义域上连续. 

例2 在映射下，下列 z 平面上的图形映为 w 平面上 
的什么图形？ 

番 

(1) 0<r < 2,19 = ~； (2) 0<6^< J,0<r<2 ； 

(3) x z — y l — Ci , 2xy = C 2 ； (4) x = A, jy = 

解 w = z 2 对应于两个二元实 函数 : M = _ z 2 — y ， i ； = 2* r ： y . 
通过关于乘法的模与辑角的定理知，映射《; = z 2 使2的辐角增加 
一倍.因此 

(1) 记 w = _， 则 0< r <2 J=f 映为《;平面 内虚 轴上自 
点0到 4 i 的一段(见图 1.20 a )， 即 

丌 

0 < /> <C 4> ?> = — - 

L 



( b ) 


图 1. 20 

(2) 记功= <，则 O <0< +， O < r <2 映为 w 平面上扇形 
域(见图 1.20 b ), 即 
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0<9?< T , °<^ <2 - 

(3) 将 / — y = C\ ， 20 = C 2 映为 w 平面上两族平行直线 u 
— Ci jV = C 2 (见图 1. 21). 



图 1. 21 


(4) 将直线 x = a 映为 w = a 2 — y ， 
V = 2 A ： v ， 化为 I ； 2 = 4 A 2 ( A 2 - «) ，是以原 

点为焦点、张口向左的抛物线;将直线夕 

— M 映为 u = x 2 — fx z f v = 2 叫，化为 V 

- + «) ，是以原点为焦点、张口 

向右的抛物线，如图 1. 22所示. 



例3 在映射丄下，下列曲线 - mi.n 

Z 

映为如丰面上的什么 a 形？ 

(1) X % - y z = …4 -- 

- ■ f I ^ 广 

(2) O — I ) 2 + j ; 2 = 1. 

^ - 


Mm- " x - > - \ .. .. 「 • 

解 （1) a + U ； 


Z 




X 


U 


X 

x 2 + y 2 


v 


y 


工 2 + y 


u z V 


2 


x A 


一 y 


所以，/ + y = 4 映为历平面上 U 2 ~ hv 2 = 七，是 W 平面上以原 
点为圆心、半径为+的圆. 


砻 
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(2) 换一种方法.因为 W = 1 /ZjZ — l / uu,z = 1/ w ， 而 （JC — 
I ) 2 + y = 1，即 zz = z — z = 0,代入得 

11 1 1 _ n 

^ W ^ ZV 

或 xv + u ) — l=>u = 1/2. 

是 w 平面上直线《 = 1/2. 


例4 设 G 是由不等式0<31^<*|，^丨<1所确定的扇 

形域，证明 M d 在 C 内为单叶函数. 

证设 Zph 6 G ， 且2：!= W 2 , 则有2? = Z !， 即 0 e 2 

— a ) o 2 + 之1) = 0,所以 z 2 =—〜 

设; 2 ^ = r ( cos ^ + isin 0)， 于是 

z z =—— z x = r[cos (夕 + 丌）+ isin (沒 + ir)]=5^arg2： 2 =夕 + 兀- 

因为*1 e G ,0 < argzj < ^•，得 w < argjq < ■兀，这与 A € 

G 相矛盾，所以叫关 w 2 ，w = s： 2 为 G 内的单叶 函数. 

. - - 

例 5 设 W = I 2 + iy ，之 = X + i ： y ， 求直线 X = ，jy = <2及 

■ 

: r 2 + y = ? 的像. 

% 




解 设 w = w + ii ;， 则 w = : c 2 ， t ； = 

对直线 x = a ，得《 = a z (v > 0) ,是如平面上半直线. 
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对直线3^ = d ,得 P = a 2 (u > 0) ，是 w 平面上半直线. 

对 x 2 + y = a 2 , 得《 + t / = a z (u > 0 ,v > 0)， 是 w 平面上线 
段（见图 1.23). 

对直线 : y = «：|：，得 u = a 2 « (u > 0) ，是 w 平面上半直线. 

例6将函数 / U ) =xl 1 4* y ] + l y 1~^2 ^.' y ) 写 

成关于 z 的解析式. 

解常用以下三种 方法： 


(1) 共轭法.将 


/(^)= 



X 


— ( z - hz ) 


2i 


「(z — 5) 代人得 



(2) 拼凑法.凑成 : r +匕(= z ) 的因式，则 


f(z ) = 


(x + iy) 




Cx 一 i ^) = z — 



zz 


(3) 设零法 • 令 j = 0,求 / U ) 再得 f ( z ). 



f(x) = X 





工 + —=>/(«) 

X 



例 7 设复数2从2= 


1开始，沿圆周= 1逆时针方向旋 


转了 冗/3,讨论 w = SzjW — l/*，w = z 2 y w ^ (z — 2) 2 得到的曲 
线各是什么 • 


解 （ l)w = 3 z ， 则 | u ;| — 3^0 ^ argw ® argz ^ tt /3, 曲线 
是以原点为圆心、 3 为半径的圆周上辐角从0到 it /3 的一段圆弧. 

(2) w = l / a ；， 则 | w | = l*argw = — arg «. 曲线是单位圆周上 
辐角从0到一: t /3 的一段圆弧. 

(3) 加= 5： 2 ，则|切丨 -= l ， arg W = 2 argz . 曲线是单位圆周上辐 
角从0到 2 w /3 的一段圆弧. 

(4) xv = O — 2) 2 ,则 |wj = k — 2| 2 = (z — 2 )(i — 2) = 

t 2 + y 2 — + 4 = 5 — 4 cos 0 , 当沒 = 0 时，|如丨 =1; 当沒 = tt /3 

时 ， w = 3. 曲线是实轴上从1到3的直线段. 
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例 8 设2 = 1 + i，w = ; r 2 — 3= — 4•写出加的三角表示式, 
解 w = (1 + i ) 2 — 3(1 + i ) — 4 =— 1 — i 




cos 


_ O 

k + isin —k 

4 


二、复变函数的极限 

因为 lim / O ) 的存在要求在2以任何方式趋 向〜时 ，极限存在 

£ ~ thZ o 


且惟一，因此，讨论极限时要考虑 A 的方式.同时，又可从两个 
实二元函数 》 U ,： v ) 和的极限来讨论. 

例9 讨论函数 -W = e x • e b ，当 z = X -\- \y 在从原点出发的 

射线上趋向无穷时的极限. 

解 当* r = 0 = e iy — cos_y + isiny •而 lim cosjy 和 

y ^ + oo 

lim sinj 都不存在，所以 lim 沙和 lim 沙都不存在. 

3/ 一 +oo x=*0 x= 0 

_ y —► + oo ► 一 oo 

当 x 尹 0 时 ， I eI = e J , lim e x e iy = 0 ， 而 

x<0 

”+00 


lim I e x e'^ | = lim e J =+ oo=> 

x>0 x>0 


例"^ 求下列极 


lim e x e ly « + oo . 

jt>0 

y -^ H-oo 


(1) Mmz n } (2) lim(l + 2 : + z 2 + … + z a ~ l ). 

rt**oo 11-^00 

解 （1) 讨论 ki 为不同值的情形： 

若 kl < 1, 则 liml / 丨 = limbi" = 0, 故 lim〆 = 0. 

rt—►oo #i—^oo «-*oo 

若 | 之 1 > 1 ，贝 ijliml/l = lim|^| ,i = 00 , 故 limz” = oo. 

” 一 ►00 ►CO # 1—00 

若 kl = 1 而 1 乒 1, 可取 « |* — 1| ，则对任意的义取 0 
=1 ，有 |z N+1 1 * |^[|z~l| = > 一 1 I >4 ,由柯西审敛 
原理，极限 limf 不存在 . 

n-^eo 

若之=1，则 Um〆 = 1. 

(2) 因为 

_ ' 

— z n 

- - ， z 9 ^ If 

t 1 + 之 + 之 2 + …+ z n ^ x = ^ 1 一 z 

、 n ， z = l f 
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所以 


1 — z ’ 


lim(l 


2 + … - f - 2； 


ti — 1 


:丨 < 1 ， 

卜 1 > 1 或 2： 


不存在， | z | = 1，2尹1. 


以上结果可由题 （1) 推出. 
例11 求序列= 


解 lim 


n 


的极限. 



II- 


r 「 ^[ { n { . tt 

iim —— cos — + ism — 

» L 2 \ 4 4 

i- f ^ r 2\ n ( nn . . mt 
lim ^—=- cos — + ism — 
«- oo \ 2 M 4 4 

lim cos +i lim ( - 

N-^OO \ 2 ^ 4 \ 


If 


lim 


rt-^OO 


cos ^+i lim 

4 Jt -^30 


费 n 


nit 


= 0 (有界量乘无穷小) • 
例 12 证明 :若 lime ， = z 。， 则 


H-^OO 


lim 


+ z z 4 - *** + 之 


n 


之0 




证设 Zjt = Xjt i , y * j 务 = 1 ， 2 ， … ，之 o = 工。 + bo ，则只需证明 


Hm A + A + =工 0 , lim ^ 


yz + + yn 


^0 


n - 


IT 


即可.两个等式的证明是相同的，我们只证第一式. 

因为 lim 2：„ = z 。， 所以 limA =工。，所以，对任给的 e 〉0,存在 

rt—►oo /*—►co 

iV >0, 当”>灰时，有 


x 0 — e < jc” 工 0 + e - 


故有 O — N)(x 0 — e ) < x N+1 + x N ^ 2 + + x n 

<C (n 一 N )( x 0 + c ) 

或 （w —N)(x 0 —e) <( 工 1 +x z + … +x n )—( 工 i +x 2 H - +A) 


于是 


in — AO ( X 。 + e ) ， 

AT / 、 /工 1 +^2 + … + 工” + 工 2 + … +^« 

—(工0 — £ ) <---- 

n n n 
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I N\ 

< 1 - - (x 0 

n 



£)• 


从而，当 n 


时，有 


x 0 


e ^ lim — 



^2 + 
n 




< + £， 


即 


lim 


工 l 






7)- > OO 

n 

例 13 

试讨论 f(z)-- 

z 

— 

解 

设 z = re iff ， 则三 

= re 


re i5 

/ ⑷ = re - W + 

re-^ 
re 8 


oc 0 . 



的极限. 


，于是 


}26 I — i 2^ 


~ e 


cos 2^. 


因为 lim / U ) = 1 ， lim / U ) = 0 •所以， / O ) 在 z = 0 点无极限. 

\z\ - ►O |?|—0 

arg**0 aigas»x/4 

讨论 C os 20 作为 0 的函数，是关于 $ 连续的，在实函数中应该 
有 极限. 但作为复变量之的函数，沒= & Tgz , fCz ) — cos (2 argz ) •当 
z — 0 时# 的辐角可以任取不同的值，上面取了两个不同的值，结 
果 f ( z ) 趋向于不同的值.于是我们得知 Jiz ) 在 t = 0无极限 • 


例 14 证明 ：函数 /0)= 


2i z 


当 z —0 时极限不存 


证法1 同例13,令 z 


re ltf . z 


f(z) 


丄 re 

2 l re ;。 


re 

re j 


re 

i ^\ 


，则 

sin2 汐 . 


因为 lim f(z) 

argz^O 




0, lim f(z) 

lr (^0 


1 •所以， / O ) 在 2 = 0 无 极限. 


iiF 嗜 2 f(z) - 1 g2 —一 & — 2ReU) • 2ilm(z) 

证法 2 / U )— 2i 炫一 2ik|2 

2Re(^)Im(^) Zxy 

= Fp 〜 + y 

令 = 沿直线 ：y = h 趋向于零，有 

、 _ 2xy _ l: _ 2kx z _ 2k 


^0 工 —0 x 2 + 3； 2 二） x 2 a + k z ) 1+f 

y ^ kx -*0 
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二 x 2 a + k z ) 

y=^kx -^0 





三、复变函数的连鑛性 

讨论复变函敗的连续性，重点还是考察在不同方式下， 
litnf ( z ) 是否等于/(*。).同样，我们也可以讨论两个实二元函数 

M(:r ，： y) 和 v ( x , y ) 在 Cr ， jy ) 4 ( x 0 ,^ o > 的连续性来确定 / OO 的连 

△士 iJl 

续性. 

k 

例16 讨论函数 Argz 的连续性. 

解由 &TgZ 的确定方式知，当％ X 。+ ij 。 不是原点也不是 
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负实轴上点时，与 A 足够接近的点也不是原点与上点•这 


时，有 


SiTgZ 


arctan(>/x ) ， 
arctan( ： y/ 工）士兀 • 


因为工 。美 0, 所以 arctan(^o/^o) 有意义，故 


lim(argz) = lim 


arctaniy / x ) 
arctan(jy/:r) 士 




即 lim(arg, 


arctan (: y 0 /: c 0 ) ， 

\arctan (: y 0 /j： 0 ) 土丌 • 

)= argc 0 , 故 argz 在除去原点和负实轴的复平面上连 


续. 


当〜为正、负虚轴上点 


&。0。# 0) 时，有 


7 C 

lim ( argz ) =± 7 = arg ^ 0 - 
z ~* z 0 ^ 

所以， argz 在虚轴(除去原点）上也连续. 

当 A 为负实轴上点 A = < 0) 时，有 

'lim [ arctanCj //^: + 7r )] — tt , 

0 

J lim ( argje ) = 十 

Him [ arctan (. y/jc — n )] — — 

^ x o 

所以， lim ( argz ) 不存在，函数 argz 在负实轴上不连续. 

在厥点，由于辐角不确定， argz 无定义，所以不连续. 

综上所述可知 ，并 gz 在除原点和负实轴外的全平面都连续. 

例17设函数 / O ) 在 z = %连续，且 / O 。） 关 0 ,证明 ：可以 

■ • • ■ 

找到^的一个邻域，函数 / Uo ) 在此邻域内取值不 为零. 

证由连续性和 / Uo ) 关 0 ,可取 e = + |/( z 0 ) I > 0 ,则存在 

茂 >0,当 \z - z 0 | <3时，有 
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1/(2) — / O 。) 丨 < |/(之。)丨 ， 

故 \ f ( z ) I — ~ l /( z 0 ) I < j / O 0 ) I ， 

即 I / O ) | _ l /( z 0 ) ! — Y I / O 。） | = y |/( jz 0 ) I > o . 

例 18 证明：函数 w =/(2：) = aj ： + 6在全平面连续，其中 a ， 
々为复 常数. 

证若 <2 == 0,则 fix ) = 显然在全平面连续. 

若 a 关0,则对任意点％，有 

1/( 之）一 f(z 0 ) | = \a \ \z — z 0 \. 


因此，对任给£>0,可取 3= jp 则当 \ z - z 0 \ <$时，就有 


|/<2：) — f ( z 0 ) | <C |a I • — £, 

即 /O) 在％连续. 

例 19 讨论下列函数的连 续性： 


(1) zv = |^|； (.2^ jv — a 0 z n + ap* -1 + …+ a„^iz + < 2 "; 

A _ 

(3) w = + a〆 1 + …+ g n _ lZ g n 

+ + … + b m ^ x z + b m m 

解 a ) 设^) 为复平面上任意点，因为 

= |z 0 | , 

所以，函数 u ； = k | 在复平面上处处连续. 

( 2 ) 设々 为复平面上任意点，因为 

limCao^ + a〆 -1 + …+ a ”） = a 0 zl + + …+ a” ， 


所以， u; 亍 fl〆 + - 1 + •” + + 咎在全 平面连续. 、 

(3) 在复平面上任取一 z 。， 使 + +…+匕关0,则 


\ im 一 1 + …+ A = a 0 z n + 《if — 1 + …十 a B 

卜 : 0 4 - 办 1 之相 一 1 + …+ b 0 z m + b x z m ^ 1 + + b, n * 


所以，分式有理函数 


a〆 + a〆 - 1 + … ^ a^z + a„ 
心。 〆’* + 办 〆 -1 + …+ b m ^ x z + b m 


在除使分 
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母为零的点外的全平面连续. 

例20 讨论下列函数的连续性: 


xy 


( 1 ) f(z) 


2 I 2 9 

工 + y 


( 2 ) f(z) 


0, 

■ + y 

0, 


z 0j 


0; 


， ^ 7^ 0 j 


解 （ 1) 当 = 沿实轴趋向于零时 P = 工，有 

= limjr = 0； 


Jt— 0 


: r-^O 


当 z 沿某一直线趋向于零时， z = x + i：y = r(cosd + isin^) , 


2. 


rsin^ 

rcosG 


tan^, y = j：tan 汐，所以 


lim/(z) 




y tan 汐 

1 + tan^ 


tan 汐 

1 + tan 2 夕 


# 0* 


而当沒不同时， lim/U) 趋向于不同的值.所以， /0O 在 z = 0不连 

X — 0 


续. 


(2) 令 r = r(cos^ + isin^). 当 z 尹0时，有 


f(z) 


Jo 3 y 


工 4 + y 


r 2 cos 3 fein 沒 
r 2 cos 4 ^ 4 - siW 


对任给的 £>0，取沒=£，当 \z — 0 \ = | re 6 1 


<e 时，若问 


m 


^ y ，贝 J 1/(:) I = 0 < e; 若叫 # y， 而 |tan^| < s， 则 

\ r / ^ { r 2 cos 3 ^sin^ | 〆 r 2 〆 

< I < < e . 

所以，对任给的 e, 存在 5 = e， 使得当 k_0| <$时,有 


故 /0 O 在 


\f(z) — /(0) | = \f(z) | < e. 

0连续. 


例21 证明 ：函数 /(z) 








在 kl <1内连续，但不一 


致连续. 


证 因为 pU ) = 1 — Z 在全平面连续，在< 1内， 〆 幻关 


0,所以，由有理分式函数的连续性， / O ) = 1 —在< 1内连 

丄_之 

续. 

对 e。 = i ，无论3 多么小，总可选取 A = 1 — ^ ■与4 = 1一 
!，使 \ Z 1 ~ ^2 I =丄<沒 当”〉 ，但 

n n o I 

|/(之 1 ) — /(之 2 ) I = i 〉 e o ， 


所以, /O) = —在 \ z \ <1 内不一致连续. 

X 一 z 

例 22 证明：在条件> A >…> > 0下， 

p n ( z ) = 十 ap + …十 a n z n 
在闭圆 k| <1上无根. 


证 

PAz ) 


1显然不是 PnM 的根，一般 Z = 0 也不是.令 


(1 一 2)(a 0 + “1 之 + •*• + a rt z n ) 


1 — z 

a 0 + (^1 — a 0 )z + …+ ( a n - 


1 — z 

若 AOO 在 M <1上有根，则由上式，有 


a H ^ l y > z n — a n z 


n+l 


z(c 0 — r x ) 4 - 之 2 — C 2 ) + 


• * • 


+ z n {c n ^ x — c n ) + C rt z rt 十 1 . 

由于 C。 一 一 （2, … ， Cjt—i — C„ jC n 都是正数，因此，当之尹之 > 0 
时， 2(C 。 一 c x ), z 2 { c l — (^，…，/(^^一 c M ),c w « n+l 的辐角不可能 
全部相等.因此，由上面的不等式可得不等式 


C 0 <Z \z\ (c 0 一 q) + I 之 | 2 (Ci — c 2 ) 4 - 


• • _ 


+ \ z \ n ( c n ^ x — c n ) + \ z \ 


«+l 


< (^0 — q) + Oi — C 2 ) — 


« _ _ 



( G-l 一 G ) 





推出矛盾，所以 PAz ) 在 Iz| < 1 上没有根. 
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第二章 解析函数 


本章重点讨论复变函数的主要研究对象 


解析函数概念 


及其判别方法.并研究初等函数的解析性及解析函数在平面场中 
的应用. 


第一节 函数解析的充要条件 


主要内容 

一、 解析函数概念 

1. 设函数 W = /( Z ) 在区域 £) 内有定义，2 。 e £>，点2。+ 

6 A 如果极限 lhn ’('+ - ’⑻ 存在，则称 /( z ) 在; r 。 可 

As—►O 

导，极限值称为/(幻在％的导数，记作 

/ (: 0) =lim f ( Zo 十々）— /(go) . 

dz z=Zq At—O 

如果 /( d 在 D 内处处可导，就称 / U ) 在 D 内可导. 

2. 可导与连续 

在 A 内可导的函数 / U ) 在％必然连续. 

在％连续的函数/(幻在 A 不一定可导，如 / O ) = ：r + 2 i ： y 在 
点 z 连续却不可导. 

3. 复变函数有同实变函数类同的求导法则 

(1) (CY = 0,其中 C 为复常数. 

(2) ( z"y - 似”- 1 ， 其中 a 为正整数. 
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(3) \_fiz) ± 兒 (：）]’ =f (z) ± 〆 (>)• 

(4) [/0)g0)]’ ^ f (z)g(z) + f(z)g f (z). 


(5) 0)^0) —/O)〆 O)] ， gO) # 0. 

(6) {/[gO)]}' = /' (zv)g f 0) ，其中切 =#0)* 


(7) f(z) 


(zv) 

反函数的单值函数 ，且〆 (w) 


，其中 TW = f(z) 与 2 ： = (pizv) 是两个互为 




0. 


4. 若函数 w = /(幻在％可导，则函数增量 


△w = /O 0 + Az) — /O 0 ) = /' O 0 ) △: + p(Az)Az. 

将 Aw 的线性部分尸称为函数 zc； = /(z) 在％ 的微分，记 
作 dw = /' ( z 0 ) dz . 如果函数在2：。的微分存在，就称函数 w = f { z ) 
在％ 可微.函数如= / CO 在％ 可导与可微等价.函数 /O) 在 D 
内处处可微，称/(幻在 D 内可微. 

5. 如果函数 /U) 在 z。 及;^ 的邻域内处处可导，称/(幻 在;^ 
解析 • 如果 / O ) 在 D 内每一点解析，则称 /O ) 在内解析，也称 
/Or ) 是 D 内的一个解析函数(全纯函数或正则函数)、 1 

如果 fM 在 z 0 不解析，则称％为 / M 的一个奇点. 

6. 关于解析函数的定理 

在区域 D 内解析的两个函数 /U) 与 gM 的和、差、积、商(除 


去分母为零的点）在 D 内解析. 

若函数 A = g ( z ) 在 e 平面上的区域 D 内解析，函数 w = /(/0 


在 A 平面上的内解析，如果对 D 内的每一个点函数 〆 z ) 
的对应值 A 都属于 G , 则复合函 a w F /1> U )] 在 Z ) 内解折. 

二、函数解析的充要条件 

:. .-■*、 . . ■ 

定瑪1设函数 /( W ) = wO ，： y ) + ix ;( u ) 定义在区域 D 内， 


则 /O) 在 D 内一点^ = x + ij . 可导的充要条件是 wCr，30 与 
v ( x , y ) 在点 U,：y) 可微，且满足柯西-黎曼 (Cauchy-Riemami) 方 
程 
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die 

dx 


dv da 

3y" 3y 


dv 

dx * 


f ( z ) = u ( xjy ) + iv ( x , y ) 在点 z = x -]-\y 的导数 

r f y , 3 u ' • dv \ du , dv dll . (kl 

f M ^^c + l di = TTy + Ty^^c^ l Ty 

dv x . dv 

dy ^ dx 

定理 2 函数 / O ) = wO ， jy ) + it ?0， jy ) 在其定义域内解 
析的充要条件是 : 《 U ，>0 与 i ； U ,： y ) 在 D 内可微，且满足柯西-黎 
曼方程. 


疑难解析 

1. 函数功 ==/ o ) 在一点％可导与解析有什么不同？在一个 
区域 D 呢? 

答 函数 w = Az ) 在一点％解析比可导的要求要髙得多. 
/ O ) 在％解析，要求 / O ) 不仅在％可导，还要求在％的邻域内也 
可导.例如，函数 /CO = zRe ( z ) 在 z = 0可导(导数等于零），但在 

除去原点的全平面都不可导（因为@ = ^ CRe(z + Az ) - 

ReOO ] + ReU + &) 在 Az 0时，没有确定的极限），所以，/0) 
在 z = 0不解析. 

在一个区域 D 内，因为所有点都是内点，所以 w = /( z ) 在 D 
内可导与在 D 内解析是一致的. 

2. 复变函数 w = / b > 的导数定义与实一元函数 ；y = / Cr ) 的 
导数定义在要求上有什么不同？ 

答两者在定义的形式与求导公式、求导法则上都完全相 
同. 但是由于极限的要求不同，在复变函数= / O ) 的#数定义 

ii m •/*“<) + ^g) — I (gp) 

中， & — 0 的方式是任意的，而实一元函数 : y = / U ) 定义中 ， Ax 
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-0 的方式要简单得多.所以，我们说复变函数在一点可导的条件 
更为严格，从而复变函数的导数具有不少特殊的性质. 

3. 判别函数可导与解析有哪些方法？ 

答 目前为止，可用以下三种方法. 

(1) 由定义判别. 

若 W = /O) 在 Z。 可导，且在2：。邻域内可导，则 /O) 在;2：。解 
析. /U) 在％ 导数存在，则在2：。 可导； 在％导数不存在，则％是 
/O) 的奇点. 

(2) 用定理1判别 f ( z ) 在点、 z 是否可导. 

考察两个实二元函数《(工，>0与 v ( x t y ) 在点 (x，：y) 是否可 
微，并验证是否满足柯西-黎曼条件（简称 C-R 条件). 

(3) 用定理2判别 /CO 在 D 内是否解析 • 

考察两个实二完函数 《(u) 与在 D 内是否可微，并 
验证是否满足 C-R 条件， 

常常有人忽略对与 v ( x , y ) 可微的考察而导致错误. 

例如 /0O= /R7T， 在两个坐标轴上函数都等于零,所以在 z = 
0处，有 

du du dv dv ^ 

—=—-— = — = 0 
doc dx dy 

f ^ 1: _ u(Ax 9 0) — u(0f0) 1 . 0 A 

= - A? - = hm & = 0, 其它类似可求 j ， 

即 “Cr，y) 与 v ( x 9 y ) 在点 (0,0) 满足 C-R 条件，但 /0c) 在 2 = 0 


不可微，所以在点 （0,0)，/(z) 不解析（因为_ = Ypl， 取； r = 

Hz x 十 ljy 

ery，：y：= 则当 y— 0时△如/心―/^/0 + #〉随0,卢的取值 
而改变，不惟一）. 


4. 复变函数的连续、可导(可微）与解析之间有什么关系？ 

答由于加=/00在一点可导与解析不同，所以，对定义在 


D 上的函数 




fM 及点％ € 的连续、可导与解析可用 
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图 2.1 表示. 




图 2.1 




方法、技巧与典型例题分析 


一 、复变函数的导数与微分 

判别一个函数 / o ) 在一点是否可导可以利用定义，也可以利 
用定理 1. 利用定义时要考虑 A * — 0是以任意方式出现的，利用定 
理1考察《0，: y ) 与是否可导也要考虑 ( x ，30 — ( x 。，％) 是 
否以任意方式出现的，这是复变函数导数与实一元函数导数的重 
要区别•对于分段函数情形，同实一元函数一样，要用定义来判别. 
至于导数计算，我们只要正确使用求导法则就可以了. 

例 1 设函 _ W = f ( z ) 在区域 JD 内解析，且尸00关 0 ,Z e 
DyD * 为 w = /(5：)的值 域. 设$ = 是 w = f ( z ) 的单值反函 
数，且在上连续.证 明 :; e == V ?( w ) 在 /)• 上解析，且 


^ ( w ) 






.'证 . 对任一 Wo € ，因为= 9?( w ) 在 w 

L 

当 W — 切。时， Z = < p ( w ) z 0 = 于是 


w 。 连续，所以 


lim 


— <piw 0 ) 


w 


w 0 


lim 


w 


W 


Wi 


9 < w ) — < fKrv { 


士 ㉟ Wf 


XV 

Zo 


■ 

0 


/’ o 。） f f L<pc^o^y 


由的任意性，2 在上处处可导，从而知 z 在 

IT 上解析. 

例2 证明：函数/(^0 = zRe ( z ) 仅在 z = 0处有导数* 


在 


0处，有 

!， Auu zHe(z) 

lim -7— = iim - 

a:—►O z—O 之 


0, 


在 z = z 0 # 0 处，令 s ： = :r + i ： y ，2： 0 = x 0 + i ： y 0 , 则 


lim 


0 


Azt ; 


lim 


zKe(z) - 2 ： 0 Re(^ 0 ) 


0 


z — 


lim 


(z — z 0 ) Re ( z ) f z 0 [ Re ( z ) — Re ( z 0 )2 


0 


之 0 



之 0 


lim x z 0 


x 0 


o 


之 0 


令 


工 o，：y — j / 0 , 得 lim 



△w 

aT 


工 0; 


令: y = 知工一工 0 ，得 lim ^ = 2 x 0 + i ^ o . 

X *■ ■'C 

显然，当％关 0 时*两极限值不相等•说明 /( z ) =- zR e U ) 当 


z ^ O 时不可导. 

例3 讨论下列函数的可导性 


(1) fiz ) = Imiz ) ； (2) f { z ) = \ z \ 2 ； (3) f ( z ) = z . 

解 讨 ife 函数的可导性可以用定义，也可以用 C - R 条件 .一 
般来说，用定义比较麻烦，用 C - R 条件比较简单. 


(1) 设 5 r = ：c + iy ，则 /( z )= Im ( z )= jyJP w (工 ，: y ) 




v ( x 9 y ) = 0都在点 ( x ， j ) 可微•又 


3u 

dx 


0 , 


ar 

ay 


1， 


do 


n dv a 

0 ,系 = 0 , 


所 以在复平面上 C - R 条件处处不成立 ，所以 /( z ) = ImOO 在复平 
面上处处不可导. 

(2) 设 2 = :r + ij , 则 / ( z ) = + 即 
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u ( x ^ y ) = x 2 + y 2 , v ( x ^ y ) = 0,都在点可微•又 


cki 

dx 


2 x ， 


du 




0, 


dv 


当 


z = 


dx ^ 7 By 〜 7 ar 7 dy 

0 时， C - R 条件 成立； 当 ^ _ 0 时 ， C - R 条件不成立 • 所以，除 


0夕卜， / U ) 


2 


在复平面上不可导. 


(3) 设 z = >r + ij ， 则 / (2 )=z = i — i ： y ， 即 m (: r ， jy ) 


v ( x , y ) 


_ y ， 在点 0，： V ) 均可微.但 


du 

dx 


1， 


du 

3 y 


0, 


dv 


0, 


dv 

dy 


- 1， 


所以在复平面上 C - R 条件处处不成立.于是， / U )=[ 在复平面上 
处处不可导. 


例4 证明： / U ) 


| Im (^)| 的实部和虚部在点(0,0)满 


足 C - R 条件，但 f(z) 在^ = 0不可微 • 


证 设2 = 1 +匕，则/(幻 




UmCz^l 




T ^ T ， 即 


u { x y y ) 


12x：y I ， v 


在点 （0,0), 有 


dU 

dx 

dtl 

dy 


lim 


f4(Ajc,0) — u(OfO) 

Ax 


lim f 

Ar^O 


lim _而) 一 “( O ’ O ) . ^ Um 0 


— Of 


同时，由 t / = 0 得 ■ = _ 


0. 所以，在点 (0,0)，/( z ) 满足 C - R 条 


件，但在点(0,0)，有 


△/ 


/( Az ) - /(0) 
bz 


1 2 Ajc △: y I 
Ax -h iAjy , 


lim 


A / 


J \^ x ' 


Ax(l + i ) 


j/T 

l + i 


从而，知 / u ) 




lim ^ = 0 ^ 

Ax-^0 1 H - 1 

Ay **0 • 

|ImU 2 )T 在： = 0 不可微. 
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「 <r 3 (l + i) — : y 3 (l — 1 


例 S 证明： / b ) 


0 满足 C - R 条件，但不可导 • 


x 1 + y 

0 , 


Z ^ 0^ 


在 z 


Z 


0 


考察极限 lini 丄 [/( z ) — /(())]• 

Z — 0 z 

当 z 沿虚轴趋向于零时^ =匕，有 

lim ^-[/(i^) — /(0)] = lim 士 一 - ^ ― 

y-*o iy y^o 

当 z 沿实轴趋向于零时 4 = 工，有 


y 


2 


1 



lim 丄 [/( 工） — /(0)] = lim 工（工力人 ^ = (1 + i). 

工 .r-^O JC 

它们分别为 I + i ■和 I 一 1 1, 所以满足 C - R 条件. 
但当 z 沿 y ==工趋向于零时，有 


lim 


/( 工 + ix ) — f (0»0) 

x ix 


lim 


X 9 


x^(l + i) 工 3 (1 — i) 

2 xHl + T > 


1 



所以 ， lim 不存在，.即/(^)在 a : = 0 不可导 • 

例 6下列函数在何处可导?求出其导数. 


⑴ (z-ir ； 


( 2 ) ^ 2 ; 


(3) a 2 -i) 2 (: 2 + i)s 


(4) (az + b)/{cz + d ) , c f d 中至少有 一 个不为零; 


z 


2 


(5) (7+ l)Or 2 + l )， 

解 （1) 对任意 的〜有 


( 6 ) 


x 



y 



X 


y 


x 2 + y 1 工 2 +， 


lim 


z 


M 


Z' 


>x O 


Z 


之 0 


〜 0 



Z 0 Z 


ji 一 2 


+ … + zl ~ l ) 


nzl 


即 ( y )' = n ^" 1 . 由复合函数求导法则，得 

[(z — l) rt ]’ = n(z — l) rt ~\ 

(2) 由于 ^ 在全平面处处可导， ^ 在全平面处处不可导•所以 
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2 d 在 z 关 0 处处不可导.在 ; r = 0,由定义可得 

尸(0) = lim --- = \imzz = 0, 

z-^O 之 z ~^0 

知除在2= 0可导、尸（0) = 0外，在复平面上不可导. 

(3) 用乘积及复合函数的求导法则，有 
LCz 2 - vHz 2 + I ) 2 ]， 

= [(之 2 — iyj(z 2 +1) 2 + (^ 2 - i) 2 [o 2 + d 2 j 

= 4z(z 2 — 1)0 2 + l) 2 + 4z(z 2 — l) 2 (z 2 + 1) 

= Sz 3 (z 2 — 1)0 2 + 1) = 8 之 3 0 4 — 1). 

(4) 若（= 0,则 (■*+!)’ =士(似+从 = 音，在全平面都 

成立. 


若 C # 0,且 Z d / c ， 则 


(2Z ^ b 

cz d ! 


a (cz + <i) — (az 4 - b 、c 
{cz + d ) 2 ~ 


(5) 用商和复合函数求导法则，有 


ad — be 
(cz + d) 2 * 


z — 2 

(z—+ l)(z 2 + 1) 


_ (之一 2 )’ （： + 1)( 之 2 + 1) — （z — 2)[Qg + l)Qg 2 + 1)] ; 

— (之十 1) 2 (? + 1) 2 

= - 2z z + 5/ V 紅 + 3 f 心 

—U + 1) 2 ( 之 2 + l) 2 • 

在之关土 关一1处都有导数 • 

(6) 因为 


/(,) = .^-^)+ i ( x - i 3>) 

X z + y 2 


(1 + i)^ 1 + i 

— — Z ， 

zz z y 


所以，除 s = 0 外， /( z ) 在复平面上处处可导，且 

f M = [(1 4- i)/:]’ = — (1 + 'O/z 2 (z # 0). 

例7 求下列函数的 奇点： 


( 1 ) 


^ + 1 
z(z 2 + 1)' 


( 2 ) 


z — 2 _ 

(之 + 2) 3 (之 2 + 1). 
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解 （1) 由之(之 2 十1) = 0,得 z = 0， 士 i . 所以之= 0，±1为 


奇点. 

(2) 由 O 十 2) 3 0 2 + 1) = 0,得《 =_ 2，士1.所以 z = 2, 
士 i 为奇点. 

例8 设函数 / U ) 在 A 满足： （1) 在％可微； （2) 
lim ( | Aw |/| A ^|) 存在，则 / M 和 /( U 中一定有一个在 A 可导. 

证 因为《，^在^处可微，所以在 々处 存在任意方向的方向 

导数如/沒，如/沒，且 


| Aw | 


lim - A , 
I Az I 


令 5 


令 ： c 


令 ： y 


所以 


lim 

Az-»0 

lim 

Aar-^O 


v(Au ) 2 + (At;) 


2 





Hu 


\ 1^1) 


2 



Lv 


2 





du\ 2 . / dv 

+ 




0,则 = 

°，则 b 微二 

f 、 

X ， 则 = ' 

o I 


du\ z , I do 

石 + \ 3 ij 



生、 2 

dx 



3 a 、 2 
dx 



du 

d y 


du x 2 

3 y 


^/2 

du 

dy 



du . du 

. I ■ _ I 

dx ^ dy] 
9 u \ 2 

n— 

\ d y ) 

dU . dtl \ 2 . 

g + 石 1 + 



du . du ^ 2 

■ ■- I ■ ■ ■■ ■ 

9x dy 



dv , dv 

di + Ty 


令 X 


du 


dx 


，y 


du 


3 y 




dv 


dx 




do 

3 y 


，则上式变为 


x z + yi 2 = y 2 + b 2 




[(X + YY + 04 + 5) 2 ]. 


解得； AS ， 由 

jX 2 -Y 2 ^B 2 - A 2 t |X=±5, 

\XY =- AB , ==F 



即 t 


du du 9v d ( — t/) du 

1 1 — 一 ^ TCii — _■■ - - - —^~ - — - 

dy 9 dy 3x dx dy ’ dy 

当前一组等式成立时， /U) 在％ 可导 ; 


d( — z/) 
3r 


当后 一 组等式成立时 ， / Xz) 在 z 。 可导 . 

例 9 设实 函数〃 (x ， j) 有偏导数 ，且〃 Cr ， 30 可表示为 = 


+ i ： y 和 z 的函数，即 aO ，： y) = u 


Z Z 




. 设 2 和 2 :是独立 


的， 证明 : 


du 


du 


du du 

石 I ， m 


1 I 3u .. du\ 

2 S + * 


证由复合函数求导法则，可得 


du 

dz 

du 

di 


du dx { du dy 1 du 

■ 1 _■ _ 普 II I ■ .I 

dx dz dy dz 2 3r 


dtc dx . du dy 
dx dz dy dz 



利用了 f 


./ 5fe 3x 


3k dy 


ft 


dz 


1 du 

2 dx 


l/l,p 

I qy dz 


1 du 

2 V 
丄生 



，所以等式得 


、 - T* 

证 , 


例 10 设 /( Z ) = u ( x f y ) + ivOr ， jy )， w ， w 都有偏导数 * 证明: 


对 /00,C-R 条件可表示为 


df du . . du 

dz ds 3s 


证利用例 9 结果，有 


dz 


1 du 

2 3r 


同理 





2 3 r 


i du du 

I ~ 

2 办’蒞 

i du du 
2 办’拒 


1 ^ . i 3k^ 

2 dx 2 dy" 


若 f(z) 解析，则 C-R 条件成立 ， _ 


df 知 ' • du 




3 z 


1 f du 、 ，du 

l\^c +l Ty 


1 do 

2 dx 

do du 

办 A 

* 

,1 
I A 



dv 

d~y 

_ ，代入即得 


do • do 

石 + 1 习 
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1 dll . 

2 Ar dyj 

可见与 /k) 的 C-R 条件等价 . 


du dv 
dy + dx 


例 11 讨 论 : 若 /o) 可导，何时有 


f(z) 


^ + i (cos 夕一 isin^)? 
dr dr} 


其中 z 

解 


re ' 


Aw 


因为 /CO 可导，则 Um f 惟一确定 * 若取点 z 和 ; r + & 

Aj—O l^z 

点出发、辐角为 0 的射线上，即 Z = re\z + Az = (r + 


位于由原点出发、辐角为 0 的射线上，即 ^ 
厶 r ) 〆 ， 则 


f(z) 


Axv 

Iim ——= 

AJS ： 

f 9u ^ . 3u 


lim 

Ax-^O 


Aw + iAi; 

Are 沾 





. Ar 1 
1 Ar ^ 


奎 + i 要、 (cos 汐 一 isin 沒 ) • 

Cu Cm ： 


所以，当 z 和 z + 仏为由原点出发、辐角为 6 的射线上的点时，上 
式成立. 

二、函数解析性的判定及其运算 

函数解析性的判定可依据定义或定理2,在利用定理2时，特 
别要注意的是不要忽略了对 《( x ,： v )， T ； Or ，： y ) 的可微的考察，函数 
f ( z ) 解析的许多等价条件是应该引起我们注意的,牢记它们可以 
使我们讨论问題节省很多 时间. 证明问題的许多技巧无法 一一 列 
出，请读者自己在例题中体会. 

例12 讨论下列函数的可导性与解 析性： 

(1) f(z) = x 9 + ^ix 2 y ― Zxy z — iy 3 ? 


(2) /(«) == xy 1 + ix 2 y; (3) f(z) = 3 — « -h 2x 2 ; 

(4) f(z) — lz\ 2 z ； (5) /(z) = z s . 

解 （1) u(x,y) = x 3 — 3x>» 2 ,t;(x ， 3^) — 3x 2 ：y — y 在全平面 


处处可导，且 

—= 3工 2 - 

dx 


3 y 


du 


㈣ i 


6 x ： y ， 


do 

Ty 


3x 2 — 3y z . 
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所以， /( 幻在全平面都满足 C-R 条件，处处可导，处处解析 . 
(2) u(xjy) = xy 2 9 v(x 9 y) = x 2 y 在全平面可微，而 


dll 9 du dv do ? 

Yx =y ^dy = Zxys dx = Zxy ^ dy^ X ' 

所以，仅在点 （0,0) 满足 C - R 条件. / U ) 在点 （0,0) 可导，在全平面 
处处不解析 . 

(3) u(x^y) = 3 — X 4- 2 (jo 2 — y 2 ) 9 v(jo y y) =— y + 4x：y 在 
全平面可微，且 


3u 

3jo 




— 1 + 


du 

9y 






4), 


du 

3y 


1 + 4x, 


所以 /Or) 在全平面都满足 C-R 条件，处处可导，处处解析 . 

(4) u(x,y) = (jo 2 + y 2 )x t v(x^y') = (x 2 + ： y 2 ) ： y, 在全平面上 
可微，且 


l = ^ + y,| = 2^；| = 2x y ,| = ^ + 3 y. 

所以全平面上只有点（0,0)满足 C - R 条件，故 /( Z ) 仅在点 (0,0) 
可导，处处不解析 • 

(5) ti = X s — Clfy 十 Cixy 4 9 v = C \ x A y — Clx z y 3 4 - y 5 在全 
平面可微，且" 

^ a 

—= 5文 4 — 3 C ! x 2 y 十 C | y , — = 一 2 C \ x 3 y + iCixy 3 ； 

尝= ^ C \ x s y — 2 C \ xy z , — = C \ x * — ZC \ x z y 2 + Sy A . 

显然， / O ) 在全平面都满足 C - R 条件，处处可导，处处 解析. 

例13设 / O ) = wy 3 + ”工 2 ^ + i ( j ： 3 + /^ 2 )在全平面解析， 
求 m ， n , l 的值. 

解因为 /( 幻解析 ，所以满足 C - R 条件，由 K Cr ,： y)= m y + 

nx z y , v { x , y ) =工 3 + /工) 2 ， 得 

^ = 2joyn, y = Zy z m 4- 工 2 w ; 
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■ = 3 工 2 4 - ly 2 ^ 笔 =Zxyl. 

由 C-R 条件，有 

2 xyn = 2 xyl , 3 y z m + x 2 n = — Zx 2 — y 2 L 

比较系数，得 / = n，m = — +/，n = — 3,故 

n = — 3，/ = — 3 ， m = 1. 

例 14 验证 /U) =e i2 -/(c O s2：T3； + isi n 2x30 满足 C-R 条件， 
并指出解析区域. 

解 u { x ^ y ^) — e x ~ y cos2x^> _：y sin^Joy 在全平 

面处处可微，且 


du 

dx 


.2 


y 


( xcos 2 ^oy — ysin 2 xy ) f 


du 

3 y 

dv _ 

dx 

dv 

dy 


l -y z 


2 • 

， (jycos2x^ + xsin2xjy)； 


( xsin 2 xy + ycosZxy } 


2 


-y 2 


( — jysinSi》+ xcos2x^y). 


显然， /(z) 在全平面上处处满足 C-R 条件，从而处处解析. 

例15 证明：如果 /(a：) = u ( x , y ) -h (: r，30 在区域内解 
析，且满足下列条件之一，则 /U) 是常数. 


(1)/0) 取实常数 
(3) f M = 0； 


華 


(2)/( 幻在 D 内 解析; 
(4) \ f ( z )\ 等于 常数； 
⑹ Im[/ ⑷]为常数; 

(8) u — v 2 t 


(5) Re[/U)] 为 常数； 

(7) arg/O) 为 常数； 

(9) au + bv ^ 其中为不全为零的实常数. 

-■ I 

证 （1) 若 / O ) 取实常数，则 v ( o :，： y ) = 0. 于是尝 = ~ = CK 
由 C - R 条件知 ，羞 =_ = 0，即尸0) = 0.所以 /( z ) = C (常数). 


• 69 • 


(2) f ( z ) = “ 一 iu 在 D 内解析，则差 = 火 ：)■ =_ 

=- 与^ = _‘而 /(2：) 在 1) 内也解析，有_ = 轰，| = -_. 

仅当 w Q (常数）， t； = C 2 (常数）时，两组等式同时成立 • 所以 
f ( z ) = C a + iC 2 为常数. 

(3) fCz ) = 0,则由导数表示式知，尝=轰= 0 ,尝^ ^ = 

0,所以 u，z; 为常数.于是 f ( z ) 为常数. 

(4) 1/0)1= C (常数），对 C 进行讨论. 

若 C = 0,则 “ = 0,^ = 0，/0) = 0是常数. 

若 C 声0，/(2：)尹0,但 /(2) / ( zi ) = C 2 , 即 M 2 + U 2 = C 2 , 则 

两边对工 o 分别求偏导数，有 


n du . n dv 
Zu 3 i + Zv ^c 




0. 


利用 C-R 条件，由 /U) 在 D 内解析，有 


dx 


do du 

dy^ By 


du 

ai 


所以 d 


du , du 


o , 


du 

v oZ 

OJL 


dv 

u di 


为一线性方程组，由于 


0 


u 


V 


V 


u 




- ( u 2 + v 2 ) 




C 2 关0, 


则用克拉默法则解得 I = 0,£ = 0,所以_ 





0,即 u 


C lt v — C 2 . 于是， /(=) 为常数. 

(5) 若 Re[/(z)] 为常数，即 u — — ^ = 0,因为 /Or) 

解析， C-R 条件成立，故_ = ^ = 0,于是， v = C 2 ( 常数).即 f ( z ) 
为常数. 


» 



春 


(6) 与题 (5) 类似，由 r = Cl ， 得尝 = ^ 


0,因为 /0 O 解析， 


C - R 条件成立，故差=轰 

数. 


0,知 a = C 2 (常 数) •于是 f(z) 为常 


(7) arg / O ) =常数，即 arctan 


C . 于是 


dv 


(v/uy 


1 + (v/u) 


u [ u ^^ v a 


u 2 ( u 2 + V ) 


3u\ 

V di ) 


u 2 u 


du 


du 


{ u Ty- v r y 


u 2 Cu 2 + v 2 ) 


得 


dv 

u — 
dX 

dv 


du 

dx 

du 

v By 


解得 I 


1 3y dy 

du 3u dv ^ an 

7 = T = T = T = 0 , 即右 
dx dx ay dy 

(9) “ = u 2 , 由 C - R 条件，得 


\ dv du 

0 ， u - - v r — 

OR ， 件 ^ dx 

^ 3u . dv 

0， u ^ v T ~ 

ax dtz 


0, 


0,即“，均为常数.于是， / OO 为常数. 


da 


du 

: — t 

dx 

2、翌 


2 v 


du dv 


v ^ 9 s 


du 

■ I ■ _ 


— 2 v 


do 

办. 


所以，由 （1 + 4 r 2 ) — 0 - 

为常数.于是， /( d 为常数 • 


du ^ 

办 


da 

dx 


v 为常数， w 也 


(10) 设 a 尹0,脚 u 


bv 


于是 


du 

di 


b dv du 
a dx dy 


do 
a dy 


由 C - R 条件，得 

du 
— ~ - : 

dy 


du 

dx 


1 + 


b do 
a dx 

b 2 \ do 

^ 1 ^ 


.b du 

: -4— -- 

a dy 

0, 


.b I b do 

| 

a \ a dy 


所以， i ; 必为常数，即 f { z ) 为常数. 

例16 证 明：若 D 是关于实轴对称的区域，则函数 /( z ) 与 

TTiT 在 o 内同时解析. 
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设 f ( z ) 


因为 DJi 关于实轴对称的区域，所以由 Z e D=^Z e D . 
= u ( xjy ) + bCr ，： y )， 则 

f ( z ) = u ( x ， — y ) — iv ( x f — y ) = ?<工，: y ) + lipix ^ y '). 

由于 /(^) 解析， w ( x ，： y )， t ;( x ， 30 在 Z ) 内可微且满足 C - R 条件 


du 


dv du 


djc dy 9 9y 


du 

dx * 


又由 9?( x ? jy ) = u(xj — y ) j ( p ( x ^ y ) 

du{x ， — v ) dcp 

■■■■■■ ■ ■ ■ 1 • 

3 y 

姊 dv{x y — 3 ；) dip _ 




— v(joj — : y ) ，得 


dp 

dx 


dx ， 

du{Xy — 3；) 


duixj — 3；) 

3 y 

dv { x ， 一 y 、 


dx dx 7 dy dy 

知 p (^，： y )， sKT ，： y ) 在 D 内可微且满足 C - R 条件 


dp 

dx 


ap dcp 
dy ^ dy 


dfp 

• — 


所以 /( 幻也在 * c > 内 解析. 

推论 / Or ) 在上半平面解析的充要条件是 TTiT 在下半平面 
解析.其证明可仿效此例作出. 

例17 求函数 

• 〆 / 

■: ■ ■ ，■: c ' ' ' 

/*(w) = ( v^teT)* = | w |i/* e ><««w+2**)/« ? ^ = 0 ， 1 ， …，”一 1 

在区域钎 < argw < 科 + 2 兀上的导数 (％ 为常数). 

解 因为这 ” 个函数都是函数切= 〆 的单值反函数，所以它 
们是区许十2々7!上的连续函数(因为它们的模与辐 
角都连 续). 由 本节例 1知，它们都是许 < argw < 饵+ 2 tt 上的解 
析函数，且有 


d ( -/ tcT ), 
dw 


nz 


i*-i 


nw 




例 18 若 fM = “ + it ； 解析， s 与 《 是两个相互垂直的单位 


7 C 


向量，将$按逆时针方向旋转令可与》重合.证明:方向导数 


du 

Bs 


dv du 
cki J dn 


dv 
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设 s 


cos 没 + isin0 ， 则 


• e iK/2 


又 / ⑴ 


sind + icos 汐 . 

■■齡 r.t.t ■—* 




“ + 沁解析，则 … t ； 可微，且 f 

duC 


Bo du 

dy' dy 


Bv 

3x 


•利 


用微积分中方向导数的计算公式，可得 


du 

ds 


3u n , du . n du 
- cos ^+- sin ^- 


— 差 sin 沒 -f 字 cosd ， 


do ^ t 9v . a 9u 
_ = - cos ^ + ^ sm ^, - 


尝 sin 汐 + 尝 cos 庆 


由 /O) 解析的 C-R 条件，得 


du 

3s 


dv du 

3n J dn 


do 


例 19 证明柯西 - 黎曼方程的极坐标形式 (z 平面取极坐标， 


w 平面取直角坐标）是 


du 

dr 


\ dv dv 
r d9 J dr 


ai 

w 


证 设工 = rcosO f y = rsltiOjU = wCr ， j;) ， t; 

合函数的求导法则与直角坐标下 C-R 条件，可得 


v(x,y ). 由复 


du 

3u 

dd 

dv 

dr 


du 3x . du dy 

*—~ — : «4 — ■— —— ^=5 

3x 3 ^ dy dt 

du dx Ac dy 

dx dd^ dy d9~ 


cosd — -{- sin^ — , 


rsin^ 


du 

dx 



rcosd 


du 

dy 


尝 髮 = 一 cos^ ^ + 


do dx 


-— I —^ ^7 /I I » J% UMr 

^^ + ^3 k = - COS ^ + Sin ^ 


尝 = !?_ + 孕尝 =rsin<9 ^ + rcos^ 孕 


39 一石 W 丁馬 W 


3y 


3x 9 


对比第一式与第四式，第二式与第三式，即得 


du 1 da 9v 1 du 

m * ■■■■ 1 ■■■ ■ — _■_ rr*— ■ ■ 

dr r 39 ^ dr r dd 


例 20 设函数 w = fit) = R{cos<p-\- isin 炉 ) 9 z = x -f- i ： y ， 则 

c-R 条件可写为 
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dR 

dx 




3y 


dp 

dx* 


且有 尸<>) 




M 去 f + 


3 卜 M ?-★?)• 


证这是 ^ 平面取直角坐标系、 w 平面取极坐标系时 C - R 条 
件的证明. 

由复合函数求导法则和直角坐标系下 C - R 条件，设 K = 


Rcosf，v = 及 sinp ， 则 /? 




u z + v 2 9 tan<p 


.于是，利用反函数 


的导数，得 

9R 

dx 


m du 

9u dx 



dR dv 

dv dx 


cosp_ + sinf _， 





V 厂 -^rmnF I 厂 w ■v 

~ 

dx du dx dv dx 


sin^> du , cosf dv 


R dx 


, COS<p dV 

^ R dx J 


m 

dy 


du . da 
cosq >- — h sin© — 
3y dy 


dtl du 

sin??— — cos9> — 


dp sinpdu cosfl? dv cosp du t siny> du 

石 = 一1石 + 1石 = 1石 + 1心 


对比第一式与第四式，第二式与第三式，即得 


3 R 

dx 


R %， ％ — 


ar ， 


又由 


1 dR 丄 • dtp 


R dx 


dx 


秦 (cosp — isin?>) ^ + -^(icos^H- sin^) ^ 
- l ( cos ^- isin 9))(| + i | 


_ _1__ I du . dv 

/2(cosy>+ isinf?) \ dx dx 

利用上面已证得的 C - R 条件，得 


1 diV 

zv 3 x * 


dw I dR . . dp } 

cU =/(z) l^S + 1 S ) ： 

由于 £(i I ^) = |g ， | ; (ii^) = 


/(z) (0 


i 

R 


dR 


R dy 


，故又有 


» 
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fiz ) = f ( z ) ^( XnR ) + i ^ ~ f (, z ) ^ 一 士 ^( InR ) . 

例 21 设 f ( z ) = R ( cos<p 4 - isinp ) = r ( cos 0 + isin 沒），证 

明：柯西-黎曼方程为 


9 R 

~dr 


3 R 

V W 


= — rR 


df 


证 这是 = 平面与加平面都用极坐标表示时的 C - R 条件. 
设之 = x + i ： y，x = rcosO.y = rsin 沒，是: c，jy 的函数， x，：y 

是的 函数. 由复合函数的求导法则，有 


9 R 9 R dx { dRdy 

dr dx dr 9 y dr 

3 R dR dx { 9 R dy 

30 dx dd ^ dy 39 


幻 dR 」 , a dR 

cosa -—— H sin 疗 — f 
dx 3 y 

— rsind 孕 + rcos^ 竿， 

2 r ay 


f = f f + 0f ==cos(9 & + sin<9 0 > 


I 


dp dx 

di dd 



3 p 3 y 
dy dd 


rsin<? I + rcos$ f • 


利用上例的结果，有 


aR 

dr 


:。 ，令 S+ s H - r t 


rsin^ ^ + rcosd ^ 0. 


dR 

dd 


rsin 


、■) + 代 0 — -及篆 


Rr{ cosd — + sin^ =— 




Rr % 

dr 


例 22 如果 fM = “ + ii ; 是 r 的解析函数，则 


d \ fM\y 

dx 



3\ f ( z }\ 

3 y 


2 


\ fM \\ 


证因为 / CO 解析，所以 “ a 可微， C - R 条件成立. 


由于 1/0)1 


f M = u x + i^z = u x 

— +沪，故 


ltty. 
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3\f(z)\ 

dx 


uu x 




vv x d\f(z) I _ tiu 

‘ 3 y — 


因而 


(d\f(z)\) 

2 

-L. 

ld\f(z)\\ 

^ dx i 

\ 

[ 3y 


s/U 2 "{"■ iy 2 


U Z {ul -h U Z y) + v 2 (vl + t/p 



,2 




ul u\ = \f f ( 2 :) I 2 , 


例 23 设 fM = alnO 2 + y) + iarctan( 3 ； /x ) 在 x > 0 时 


解析，试确定 a 的值 . 


解 


aln(x 2 + ： y 2 ) ， 


dll 

dx 


2ax 


2 2 9 

x + y 


arctan 

do 

- = 


y 


，于是 


x + y 


由 fM 解析，则羞 = 芸，得 


例 24 函数 

t 

△ 1/00 I 2 


9 y 

: /U) 在区域乃内解析，证明 


dx 



dy 2 


\ fM\ z = 


证设 /Or) = V + its 1/00 | 2 = w 2 + t ； 2 ,/(z ) 在 Z ) 内解 
析，所以 /(z) 在 D 内有任意阶导数，故 


d 


^ l/(z)l 


2 


2 u ^- b 2 v ^. 

dX dX 


dx 2 


l / W | 


2u 


I 

3y 


2 


i/( 之 ）i 


淨 u 
dx 1 

淨 u 

W 



9 

2 v a ? 

9 

2v ^f 


2 



2 



2 


da 
dx 

(^ 2 
dy 


2 



2 



2 


dv 
dx 

9 

生 ' 2 

dy 


因此 △1/001 


I 

\ dx 2 



1 


2u 


穿 u 

a? 






2 


du 


2v 


+ 丨苎 、 2 

卞丨办 



SFv 


SFv 

dx z 1 dy 2 
dv^ z 



+ 


du \ z - 

dy -* 


由于 /OO 在乃内解析，满足 

淨 u 


Au 


dx 


2 


淨 U 

By 2 


0^ Av 


dx 2 


法 V 

dy 2 
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第二节初等解析函数 


主要内容 

复变初等函数是一元实初等函数的推广.它与实初等函数有 
许多相同之处，但也有很大的区别，而这正是我们需要注意的. 

一、 指数函数 

1. 函数 /O) = e x (cos^ + isin：y) 称为复变数《的指数函数， 

满足 

(1) fM 在复平面内处处解析； 

(2) =/(z )； 

(3) 当 ImO) = 0时，/(之）= e*， 其中工= Re(2：). 

指数 S 数又记为 eipr = ^"(cosjy + isiny). 

2, |expjc| e x , Arg(exp^) = y + 

expa： 美 0 ， e iy = cos_y + isir^y. 

满足加法定理 exp^j + expje：2 = expOi 士；山 
具有周期性，周期为 2ki， 即 

e *+2*id = e * • g2*id _ gr. 

f j ■ 

二、 对数函数 

1. 满足方程 = z (z 关 0) 的函数称为对数函数，记作 
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hnz = In t + iArg2. 

对数函数是指数函数的反函数，是多值函数，每两个值相差 
2 Jti 的整数倍. 

\nz = In 卜 | 十 iargz 称为 bnz 的主值 • 


dins 


2 . 1 m 在除去原点和负实轴的复平面上处处解析，且 $ 

-- Lnz 的各分支也在除去原点和负实轴的复平面上解析，且有相 
同的导数值 - 


bn(z l + 之 2) = Lri2：i + Ln^2 


Ln 


之1 


Ln^j 一 Ln ： ir 2# 


这些等式应理解为两边可能取的值在全体意义上相同. 

三、乘幂 y 与幂函数 

1•乘幂 (tr 关0复数，6任意复数). 

a h 是多值的.当6为鲎数时， a 6 单值•，当 b = 为互质的 

整数4 > 0) 时，？具有 g 个值，即 




p p 

cos — (arga 4 - 2kn) + isin — ( arg ^ 





k = 0 ， 1，…， （9 — 1). 

一般情况下， v 有无穷多个值. 

2,幂函数 w = / = e 細是多值函数时，整幂函数 f 是 


单值的 


时， 


^ 是多值的，有 n 个分支* 一般情况下， 


w = /是多值的，有无穷多个值. 

之" 在全平面解析 . 和一般的/在除去原点和负实轴的复平 
面解析. 


四、三角函数与双曲函数 

1. 定义 COSZ =备 ( e u + e ’ k )， sin 之 


2 i 


) 


m 
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tanz 


smz 

cosz 


,cot 之 


cosz 

sinz 


secs ： 


cosz 


,cscz 


smz 


( cos ^) ; 


2* cosO + 2k%) = cos《，sinO + 2kn) — sins ， 是以 2 兀为周 
期的周期函数. 

cos (— z) = cosz 是偶函数， sin ( — z ) = — sinz 是奇函数- 

=—sinz, (sinz) f — cosz 9 sinzjcosz 在全平面内解析 • 
欧 拉公式成立， e u = cosz + isinz, 

三角函数中关于正弦函数和余弦函数的许多公式仍成立.因 

为 cosij/ = chy^siniy — sh ： y, 所以 
cos(x 4- ijy) = cosxcosij; — sinxsini^y = cosorch^ — isirurshy, 
sin(x + \y) = sinxcosij; — cosxsiniy = sinxchjy + icosxshy. 


j sinz I < 1 和 jcosz 丨 < 1 不再成立. 

3. 定义 chz = 音 ( e * + e_ *)，shz = +(e* — e~*)，thz 

ctha - 为双曲余弦、双曲正弦、双曲正切和双曲余切. 

4 . chz 和 shs ： 是以 2 d 为周期的周期函数. 
ck 是偶函数， shz 是奇函数. 

chz 和 shz 在复平面内解析，且 

(chzY — shz f (shzY = chz f 
chijy = cosjs shi^y = isinjy ， 
ch(x + iy) = chxcos^ + ishxsinjs 
sh(x + iy) == shxcosjr + ichxsiny ， 

五、反三角函数与反双曲函数 


shz 

chz 


1. 定义 w = ^ Arccos 之 


ilnO ： + /P -1) 为反余弦函数, 


XV 




Arcsine 


iln(iz 4 - ^/i — z 2 ) 为反芷弦函数， u / = Arctanz 


- * -V. 

fin 为反正切函数. 
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2. 定义 Arsh ^ = InCz + vV + l ) 为反双曲正弦， Arch 之= 


inU + /^ TT ) 为反双曲余弦 , Arth ^ = +ln 为反双曲正 

切‘ 


疑难解析 

1. 叙述复变指数函数与实变指数函数的区别. 

答 由于 expjs ： = = e ^ Ccos ^ + isiny) ，其区别为 

(1) e " ^ 0,而 0; 

(2) e z = 是以 Zkm 为周期的周期函数，而 f 不是周期函 

数； 

(3) e s 没有乘幂的意义，而 f 可视为 e 的工 次幂； 

(4) lime : 不存在•而 lim e z = 0, lim e x =+ oo , 

2. 怎样区分 e 的 z 次幂与 el 

答由题 1 知/没有乘幂的意义，它是单值的，而 eWx :次幂 
是一个多值函数，为7：区别,记为 [ e *]. 

[ e *] = expOlne ) = exp { z[lne + i (0 十2々兀）]} 

— exp [ z(l + 2^ ki )] = exps ： • exp (2^^ i )* 

当是 = 0 或々夫0,之为整数时， [ e *] = exp2 ：. 

当灸弇 0 ， z = j 肘， [ y ] 与 exp ^ 的模相等，辐角不同. 

p 

当是參0,2为无理数时，两者模相等，辐角不同. 

当是# 0,2为纯虚数时，两考模不 f ， 箱角相同. 

当是弇04为复数时，两者模一般不等，辐角一般也不同. 

. i . 

3. Qxpz = e * 什么时候等于实数？ 

答 因为 exp = = e x ( cos ^ + isinjy ) ， 所以应有 e " 7 • sin ^ = 0, 

而#尹0,故由 siny = 0 =>y = kn (是= 0, 士 1，…）•即当 z 位于 

• 80 • 




实轴或平行于实轴且与实轴距离为 h 的直线上时， e 2 的值为实 


数 _ 


4,叙述复变对数函数与实变对数函数的区别. 
答 因为 Lnz - ln^ + 2hi， 所以区 别为： 

(1) Lnz 是多值函数， lax 是单值函数. 

( Zl \ 

(2) l^n{z l z 2 ) = Lnz x + Lnz 2 ，乙 n| — = l^nzi - 


(2) l ^ n { z l z 2 ) = Lnz x + Lnz 2 = l^nzi — Ln^ 2 - 虽然与 

实对数函数运算法则相同，但意义 不同. 复变对数函数等式的意义 
是全体值的相等，而不是对应分支的相等. 

(3) Lnz rt ^ nbnzjhn ^ —Lnz. 例如，对 hnz 2 ，当2； = re itf 

n 

时， z 2 = rV 沙， 


Lnz 2 = Inr 2 + i(2 沒 + 2 mn ) ， m = 0，士 1, …， 


2 Lnz = 2 \nr + i(2 沒 + 4 々兀），是 = 0, 士 1 1 …， 

显然，两者实部相等，但虚部可取值却不相同. 

(4) Lnz 的定义域为除零之外的全体复数，而 lnx 的定义域是 

x 0. 

5. 为什么 | sinz | < 1 与 \cosz |<1 在复数范围内木再 成立? 


答 因为 sinz 

㈣ ^ 




_ e —), 所以 


— it 


_ e --| 


||々| - |e --|| 


|e 一 ，- e y \. 


当 j^+oo 时， e ^ — 0 ， ey —+oo, 所以 | s i n ；c| <1 不再成立.同 
理可证，不再有 |cos^| <1. 

又 sinz = sin(x + i^) = sin^rch^y + icosxchj, 而 


chjy = — (e" y + e^) , sh^ 




2i 


(e 


e ，）. 


当 3； 


， |ch：y| 与 |sh^| 


，所以 <1 不再成立. 
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方法、技巧与典型例题分析 


关于初等解析函数，我们考虑三个方面的问题 .一 是关于初等 


解析函数的计算，二是关于初等解析函数方程的求解，三是关于初 
等解析函数的等式或不等式的证明.在求解这些问题时，一是要熟 
悉初等解析函数概念，特别是与实初等函数的区别;二是要善于运 
用初等解析函数的性质，包括实初等函数的性质来分析和证明. 

一、 初等解析函数的计算 


例 


设 r = i + i ： y ， 计算 


(1) |e〖- 2 : 丨； （ 2) |e’|; (3) Re(e^). 

解 （1) e 卜 & = e i - = 6 -2外(1-2'于是 | 6 卜2:| = e 2' 

(2) 〆 =e u+b ° 2 = e x2 - /+2ij '于是 |e* 2 | = e^'^. 

(3) 于是 


Re ( e 1A ) = e " /(x2，+/) - cos 丁 2 . 

x l + y 2 

例 2 计算下列函 数值： 

V 肴 

⑴ e ( 2 -叫％ (2) e 1 -^ 2 , (3) e 2+i ； (4) e w . 

解 （1) e (2_IQ " 3 = e " 3 • e _ld/3 = e 2/3 cos 寻一 isin 吾 j 

= ZIi ) = + e 2/3 (l - / Ti ). 

,(2) e 1 - " /2 = e|cos — — isin — = — ei . 

(3) e 2+i = e 2 (cosl + isinl ). 


(4) = cos^tt + isin^TT — 



k =士 1, 士 3, …， 

々 == 0, 士 2, 士 4,"' 


—1A 4 

例 3 设’ 

I 0, 


z = 0 f 


证明: / oo 在全平面处处 
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满足 C_R 条件，但在 z = 0 不解析，甚至在 2 = 0不连续 • 

证 在^ / 0时，/(幻= e ' 1 ^ 在复平面上解析，满足 C-R 条 
件. • 


在 Z 

= 0 点，因为 




f (z) = ^ 4 

dX 

• 3v 
' 1 = 
ujC 

-i/ax 4 — o 

=lim - ~ -——- = 0, 

Ax-0 AJC 


f ( z ) 

du , 
= —— + 

. dv 

l 9y = 

-i/a^> 4 _ 0 

:lim e A U - 0, 

所以 i 二 

dv 

dy ~ 

0,™ = - 
3y 

— dv 
dx 

= 0, 也满足 C-R 条件. 


但^沿直线 ：y =工趋向于零时，2 = (1 + i ) x，〆 




4 x 4 , 有 


e 


l/z 


4 


e 


l / C 4 x ^ 



所以， / U ) 在 z = 0 不连续. 

例 4 讨论 lim e t 是否 存在. 

r-*-oo 

(1) 当 Z 沿从原点出发的直线趋向于 oo 时; 

(2) 当 Z 沿双曲线 •Tjf = 1 的支趋向于 oo 时 

(3) 当2沿>^ = x z 趋向于 oo 时. 

解 （1>直线的辐角为 arg ^ 讨论不 同的久 


当一 f <沒<|时， 

Rez = x-► oo , je*I =e* — co, 

所以 e * — oo . 

当 时， 

Rez = x -►— oo, |e* I = 0 , 

所以 0. 


当 (9 = 士 时， Re(eO = cosy 在 一1 与 1 之间振动，所以 e * 
的极限不存在. 

(2) 当^沿双曲线工夕=1的枝趋向 oo 时，若以正、负实轴为渐 
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近线，极限分别为 CO 与0,故 K 当 Z — OC 时极限不存在 • 

(3) 沿拋物线^==/趋向⑺时，在第一象限与第二象限的一 

枝，极限分别为 oo 与0•故 e * 当 z oo 时极限不 存在. 

例 5 计算下列函 数值： 

(1) Ln(l + i ) ; (2) ln (3 — / Ti ); (3) lnCe 1 )； 

(4) Ln( _ 3 + 4i) ; (5) ln(ie). 

解 （1) Ln(l + i ) 是多值函数，所以 

Ln(l + i ) = ^- ln 2 + i + 2 k % ，是 = 0，土 

2 4 / 

(2) ln (3 -是 Ln (3 — v ^ Ti ) 的主值，所以 


ln(3 _ \^3~i) = ln2 — . 


(3) Ink) 是 LnCej 的主值，所以 

InCe 1 ) = lnl + iarge ! 

(4) Ln(— 3 十 4i) 是多值函数，所以 


Ln(— 3 + 4i) = ln5 + i arctan 


(-音 


+ 2 k % 


ln5 + i| 兀一 arctan — + 2 是 wi ， 




0，土 1，…. 


(5) ln(ie) 是 Ln(ie) 的主值，所以 

■ 

I 

ln(ie) = ln|ie| + iarg(ie) 

例 (i 求下列复数的辐角 主值： 




1 十' 


( De^S 


(2) e 


_3 —4i 


(3) e itf -e^(0<^<iS<27r). 


解 因为 = elcosj 十 isiny)， 所以 Arge 
而 0 < argz < n . 所以 

(1) 因为 Arge 2+i = 1 + 2々w， 所以 arge 2+i = 1 - 


z 


2 kn 9 


(2) 因为 Arge 

(3) 因为 


一 3 — 4i 


4 + 2如，所以 arge 


-3 —4i 


— 4* 
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e ia — e 


^ = 2sin ^^fcos 1 ± 4±1 + isin ^±^±1 


且 0 < a < /9 < 27t，sin ° > 0 ,所以 


Arg(e !tf — e 1 卢） 


7t + a + P 


+ 2 kn . 


当 a + /? < tt 时 ,arg(e itf — e^) 


当 a + /? > jt 时， arg(e ; ‘ 




TT + Of + /? 

2 1 
7 T + Of + /? 

2 

a + 芦一 3 丌 


一 2 兀 


例7 计算下列函数值 


⑴ d 


(2) 之 


3/4 


(3) 之' 


解 ^2) z l = g iLat — gi(ln|*[+iiJgs ： +2W> 

= e _ e -(叫+⑽，是= 0, 土 1,". 

(2) = g3/4liu 汗 g3/4Ln|:| • ^3i(«rgr+2AK)/4 


ZRVic 叫十緣 ，々= 0,1,2,3, 


当 z 确定时， d /4 有四个值 


(3) ^ 


l iv(ln|r|+urgc+2M) 


# 


H*e iu 明 + 加 ）, A = 0, 士 1 ， … • 


例8计算下列函数值 


(1) i l i 

解 （1) 


( 2 ) (1 + i) l - l i 


(3) 2 1+i . 


iLni 


i£lnl+i( y+2*«J 




(2) (1 + i ) 1 一 = e a - i)Lna+i) 


a 丁 i) |> ^" +i ( 7 + H ] 


In •/i +j+wg«) +i( ^ + 2k%— In •/ 2 


/2-e T+2 *Tcosf ^ 


In 


/ y ) 
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+ "T — & i ，々 = 0，士 1 ， 


% • 


(3) 2 1+i = e a+i)Ln2 = 

_ e (in2— 2 走冗 ） + i(in2+2 々穴） 


2 e _2 * K [ cosln 2 + isinln 2), 々 = 0， ± 1 


例 9 计算下列函数值 


(1) (- 3)^； 

解 （1) ( — 3)夂 


( 2 ) 


(3) 73— + 4i. 

/T"an3+iC2A+l)K) 


e ^ lcos^SiZk + 1 )tt 
+ isin /5"(2^ 4 - 


0, 士 1 


(2) = 2 = 2 e iCK+2 ^ )/3 f k ^ 0,1,2. 


即 2 e 


i*/3 



/ Ti , 2 e iK 2， 2 e i5 * /3 




(3) 设 w + ip 


两边平方，得 


u z — v z + Zuvx = 3 + 4 i * 


解方程组 


3, 


土 2, 


2uv = 4, 


士 1， 


即 


例10 


v 3 + 4 i 二士 （2 + i ). 
试 求下列 函数的 周期： 


(1) sinSz ； 


(2) e z, \ 


解 a) 因为 e 的周期是2祀即# 


+加 


e w ， 所以 


^/5+2 «i 


e z/s . 


又 e^ 5+2 - = e “+_)/s = e" s ，故一 的周期为 10kL 

(2) 因为 sinze; 的周期为 2 兀，即 sin(«; + 2?0 == sinw ， 所以 

sin (5 z + 2 兀）= sin 5«* 


又 sin (5: + 2丌）= sin 5 z + 

例 11求下列函 数值： 
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2 b 

= sin5z， 故 sin5« 的周期为 



(1) cos(k + 5i); 

(4) \sinz \ 2 ； 


(2) cos(l + i); 
(5) tan(3 一 i). 


(3) sin(l + i )； 


解 （ 1) cos(tc + 5i) 




i(ic+5i) 




[e _5 e^ + e s e _7d ) 


~e _5 (cosK + isiriTt) + e 5 (cos 兀一 isin7t)] 


- (e _5 + e 5 ) 


ch5. 


(2) cos(l + i) = 士 [e i(1+i) — e~ iQ+i) 


[e -1 (cosl + isinl) + e(cosl — isinl)] 


= — [cosl(e _1 十 e) + isinl(e - 1 — e)]. 

(3) sin(l +i)- 去 [e i(1+i) — e— (1+i )]= 去 [ e 〜_ ee —] 

1 * • * 

= - ~[e fcl (cosl + isinl) — e(cosl — isinl)] 

■ 

= 冬 [sinl(e -1 + e) + icosl(e — e^ 1 )]. 


(4) sinjc 






sinxchjy + icosxshjy* 


I sina : 1 2 = sin 2 xch z y + cos 2 : rsh 2 jy 

= sin 2 x ( ch 2 ^y — sh 2 jy ) + ( cos 2 x + sin 2 x ) sh 2 ^ 
= sin 2 x + sh 2 ^y. 


(5) tan(3 


sin (3 — i) sin3cosi — cos3sini 

- - - - - T ■ _ _ 

cos(3 — i) cos3cosi + sin3sini 

sin3chl — icos3chl 

cos3chl + isin3chl ( 乘 共轭 因式） 

_ sia3cos3 — ishlchl_ 

cos 2 3ch 2 l +sin 2 3ch 2 l — sin 2 3chl +sin z 3ch 2 l 
sin6 — isin2 


— 2(ch 2 l -sin 2 3)* 

例 12 求下列函 数值： 
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(1) Arctan(2 + 3i) ； (2) Arcsini ； (3) Arthi, 

解注意反三角函数与反双曲函数多值性. 


(1) Arctan(2 + 3i) = ^Ln j + = Un 二 ^ 

2i 1 — i(2 + 3i) 2i 5 





]->f 

0 ，士 1 ， •". 


(2) Arcsini = — iLn(i + Vl — i 2 ) =— iLn(l 士 ) 



J— i[ln( V^2~ + 1) + i2 々丌]， 

i[ln( — 1) + i(7r + 2^)]» 

是 = 0, 土 l ，”、 


(3) Arthi = *^-Ln } + ? = 备 Ln 眷 = 4~Lni 

2 l—i 2 2 2 

=-|-(ln|i| + iarg(i) + 2kiti ) = y + 2kit 

- —i + ^tj ，是 = 0 ， 士 I，..' 

例 13 讨论当 Jt —► po 时， siaz ：， cos ； 2r ， tan；r 的性态. 


解 因为 sinz = -rCe 1 * — e^ u ) ,cos 2 ： — "o"^ e_ “）， 所以 

tanz iCe^ — e _ir )/(e k + e~ u ) =— i n . 

+ 1 

而 |e k | = \e~ y+ix I =e~ y , |e _it | = e y . 

(1) 当 z 沿直线 z~ a + tb{— oo </ < + oo,0 <arg6< 兀 ) 

的正向趋向于 00 时 ，: y —+ °° ，则 

k ’ N —+°°, | e k |—0， 

于是 sin: 一 oo, cosz -► oo ， tanz 一 i. 

(2) 当 z 沿直线 Z = a + 必的负向趋向于 oo 时，►— oo * 

|e iz | - ►+ OO, \e~ ix \ 0, 
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于是 sinz —*■ oo , cos2r -*• oo , tanz -*■ 一 i . 

(3) 当; s ： 沿; s ： = a + 叻 (argd — 0 或冗）趋向于 oo 时， 6 为正实 
数或负实数. 

| | ^ ^i[Re(a:)4-iImC«)] | __ + + iImC^+^)j | 

_ I g —Im(a + ⑷ +iReU + 从 ） _ Tm(a+if) _ lm(<i) 

| e _ iz | =， ⑷ ，均为常数. 

则 Re ( e ,3: ) = e - ImGl ) cos [ Re(a 十汾)]在 一 与 e ImU) 之间 

摆动. 

而 Re ( e ~^) = e lm ( a ) cos [— Re (a - f - bt )^\ 也在一 e _ Im(tf) 与 e ImU> 
之间摆动. 

_■ 

故 cosz 的实部 Re ( cosz ) = |( e -lm ⑷ + e Im ( a ) ) cos [ Re(a + 

沅)]在一 y .( e - Im<a) + e Im < fl > ) 与 + + e w «>) 之间 摆动. 所以， 

cose 的极限不存在. 

类似可知， Im ( sinz ) =-r +( e _Im(a) + e Im (<,> ) eo3 [ Re(a + 汾）] 

也在一⑷一 e ta( ->) 之间摆动.所以 ,sinz 的极限也不存在. 

类似地，我们可以得出， tar ^ 的极限不#在. \ 

二、初等解析函数方程的求解 

例 14 解方程 e * — 1 — \ = 0* 

解将方程变形，得 yw = i + / yi ， 即 


e x = |1 + I = 2f 

y = Argd + / Ti ) = 4 + 2 kn t 是二化土 1 ，…， 


即工 = ln 2, 所以 e * =«= ln 2 + - j - + 2 kn \ i y A = 0，士 1，“_. 
例 15 求方程 

C\x + C^r 3 + … + = 0 
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的根•当”为偶数时， MU ) = CT 1 / - 1 ; 当”为奇数时， MU ) = 

C n n x\ 

解将方程变形为 （1+ 工) " = ( i — 工广，即 =1 ，则 

1 + ^ = e 2Wrt ， 々 = 0 ， 1 ， …， 《 — 1_ 

\ — x 


当《为偶数时，々#|*于是 


e 2 W « 一 1 

e 2 ^ /w +~1 




_ e _ iW « 

I ^ — ikn/n 


kn 

=itan — 


n 


争 


例 16 求解方程 Ins = 2 + M 和 lnz — 2 — —i- 
解由对数函数定义知 

z — e 2+ * = e 2 (cosw + isinir) = e 2 , 


z 


e 


2 — 《/6 


n 


e £ cos 


isin 


K 


e 


I /y 


例 17 解方程 sinz + cos 2 ： — 2. 

解 sinz = sin(x + iy) = sirurchy + icosxshjy ， 
cosz = cos (: r +cosxchy — isinxsh^ ^ 


则由所给方程，得 


(sinx + cosj^chy 
(cosx — sinx)sh^ 


2 ， Ishy = 0, 

=?► I 

0 ， l 或 cosx = 


sinx 


即: y = 0 或 J ： = k + 了 ，是 = 0, 士 1广、 

当 y = 0 时， sinx + cosj: = 2 无解 • 

h I 

* 

当 : c = 是兀+ ^■时，若是为偁数，则 ch^y = 即 + e _y ) 

= 2= i ^= /T 士 1( 解关于 #的方程），故: y = 111(/1" 士 1). 

■* 

若是为奇数，则 chy =— v ^~， 无解 • 




所以，方程解为 
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2^+ T ) + iln(^+D, 

2kn H —— + iln( — 1 ) ， 




0, 士 1,… • 


例18 求出下列方程的全部解 


(1) sinz = 2 ； 


(2) thz — 1 + i = 0 ； 


(3) I thz |=1 ； (4) cosz = a (a 为实数 ）. 

解 a) 用反三角函 数求解 ，即 

之 = Arcsin2 = +Ln(2i 士 /Ti) =— iLn[(2 士 /T)i] 
= —i ln(2 士 \/"3~ ) + 2 是 + j wi 

=f 2 是 + Ij 兀士 iln(2 士 y^T) ， A = 0 ，士 1 ，…. 


( 2 ) z = ArcthQ — i) = -=-Ln 


Ln(— 1 — 2i) 


y[ln 5 + iarctan 2 H- ( 2 k — l)m] 

1 i 

7I115 十去 [arctan2 + (2 走 一l)it]， 是 = 0, 土 1，“、 


( 3 ) 因为 


6^ — 1 


' ' — thz e: + e，： e 2 : + 1 ，仍 

|th^| = l=^|e 2 * — 1(=^ \e u + 11. 

两边平方，并设 # = *<+ b， 有 

(tt — l) 2 v z — (m -J- l) 2 + v 2 或 u 

由 m = Re(e^) = e^^cosI^ImOc )]， 所以 


所以 


0<=^cos[2|m(2：)] == 0<=^Im(jc) 



kn 

—r * 

2 

0, 士 l,-». 


故方程 jtha：I = 1 的解为 z(Im(z)= 子 + _! J = o, 士 ！ ， 


摯鲁暑 


实部任意). 


(4) Arccosa 


iLn(a 



1 ). 
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当 kl <1 时，为纯虚数， k + = 1, 


z 


Arccosa 




lnl +i 


arctan 


a 


a 



2kn 


arccosa + 2 々丌，是 = 0 ，士 1 ， 
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这里 arccosa 为反余弦函数的主值，此时 （ k 丨 < 1) , 复数意义下的 
解与通常意义下的解相同. 


当 | 〉1时， \ fa z — \ 是实数. 

若 a > l , 则 a 土 W _1 >0,于是 

z = Arccosa = — iLn(a 士 W — 1 ) 


=— i[ln(a 士 */a 2 ~ 1 ) + 2 是 wi] 

= 2 如士 iln(a + VV — 1). 

若 则 a 士 -/a 2 — 1 < 0 ,于是 

z = Arccosa = — i[ln|a 士 W — 11 + i(2k + 1) 兀 ] 

= (2k + l)it 士 iln|a + /a 2 一 11 • 

综 上所述，得 

■ ■■ * 

2kn -|-arccosa, \a | <1 ， 

z 2kn 士 + Va 2 — 1 ) ， a >1 , A ±1 ，“、 

- * * i 

X2k +l)it 由 iin (— “ 一 -/a 2 — 1>, a <—1 ， 

例 19 解方程 sins ： = ishl. 

- 

解 sinz = sin(j ： + i^y) = sinxcosiy + cos^siniy 

_ • ，_ I 

=sinxchy 十 cosj ： sh> t 

* ' ■ ■ 

得 sinxchy = 0, cosxshy = ishl. 

解第一式 ：因为 ch ： y#oi 所以 x = 代入第二式，得虬 7 = 
(一 l)*sh ； I , 于是 

当是为偶数 (0, 士 2 ， 土 4,… ）时， = 1 ; 

『 『 I 

当是为奇數 （士 1 ， 士 3, …） 时 ， y = — 1. 

( 2nn H- i , 

z = \ , ,、 . w = 0, 士 1，士 2广、 

I (2n + 1)tt — 1 , 
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三、初等解析函数的证明 

做证明题，非常重要的是对基本公式的熟悉与函数间相关关 
系的了解，借助于不同的表达形式来实现.高等数学中的许多方法 
与技巧在复变函数中仍然可以使用. 

例20 证明 P =工+ i _ y 时，有 
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Re[«( ^f~z — 1 )] 


=n 


r 1/fl cos 


(0 + 2 々丌） 


n 


- 1 


n 


\/n 


1 - 


2 


6 + 2 kn 


n 



o 


f 6 + 2kn \ 2 


n 


■ 

mm 


(利用了 COM 的泰勒公式) 


nr 


l/n 


1 ( e + 2 kny , Jid + 2 M 




n 


2 



n 


2 


+ n(r 1/fl - 1) 


0 + lnr_ 


Im[w( ^~z — 1)] = « r*""sin ^ 

=n[r^( 0 - ± ^)+o[ 6 - ]^^2kn. 
所以 lim — 1) = lnr + i (0 + 2^ n ). 

«—* + oo 

例 22 证明 ： Re<y) > [ReO )]\ 其中 A C lO,ll ， Re(z) > 
0,^ 取主值 • 

证 设 2 = re w , 则 


0 ^ I — ， Re(z a ) = r A cosA^ ， [Re( 2 ：)] A = r x cos x $„ 

记 fiO) = cosAff — cosV ， 考察 /(^) 的 正负 . 


显然 , /o?) 为偁函数 . 当 a e (o,i),<? e (0,|J 时 , /(<?) = 

AsinA 沒 + Acos A -^sin^ > 0. 所以，当没 € y,yj 时 , /W > 

/(0) = 0. 从而 , 不等式成立 . 

例 23 试证 : e* = (e*); 但 e s 尹 （ e u )* 仅当 ; e = 时，等式才 
成立，々 = 0 ，士 1，…. 

证 e* = e x ~ iy = e: (cosy — isiny) 

=e x (cosy + isiny) = e x (cosjy + isin^y) 

=( e ，= ( O , 

而 e u = e y+lx = e y (cosx + isiar )， 

(e lz ) = e 一 广试 = e^ y (cosx — isinx)* 

两式要相等，必须 = e~ y f sinx =— sin:r ， 即应有 jy = 0 ，工 =ibt. 

• 94 • 



于是知，仅当 z^x + iy = kn 时等式 # = (O 才成立 . 

(z s / \z\ A 9 z ^ ^ 

例24 证明：函数/0)=| 在 z = 0 处满 

10 , 2 = 0 

足 C - R 条件，但在^ = 0 不 可导. 

证 设/(之）=« + iu ， 在之= 0,有 


du 

dx 

+ 

• dv 
l 3^ = 

=lim( 

\ 

Hu 丨 

A<r 丁 

. Av\ 

1 冱卜 

=lim ^ 

Ax-^O L^jC 



— 

=lim ， 

Ax-^O 

(Ar) 4 
| Ax ( 4 

=liml 

Ai—0\ 

'Ax \ 4 
, |Ax|) - 

du 

3y 

+ 

• dv 

l 3y = 

=lim 

Ay-^Q\ 

Am . 
△: V 

if) = 
△yl 

=limi 

^jr*0 lAjy 




=i lim 

(i〜) 

4 

-=i. 





Ay^O 

'|i △: y| 

4 “ 



于是，在 z = 0 ，有_ ~ ^ — 1，_ = — ^ = 0. 即满足 C - R 条件. 
但是 

一 0 Z ——0 0 Z r— 0 \Z I 

i 

却不存在.因为，当 z 沿 《y = <^-»0时，极限值 (1 + ia) 4 /|l + ia | 4 
与 a 有关，所以 / O ) 在2 = 0不可导. 

例 2 S 试证 w = cosz 把直线 Re ( z ) = b 映为双曲线，把直线 

Im ( z ) - d 映为椭囫(6，^为常数). 

■ 

证 设之=占+ idfiv = « + ii ;， 则 

u +w = 去 [>*_) + e —_>] 

£t 

1 

— —( e ^ + e~ d )cosb + — e -£/ ) sin 6， 

Lt 乙 

即 w = + e _</ ) cos 6 t v = 士 ( e rf — e’ rf )sin 办 • 

Li U 

于是，有双曲线方程和捕圆方程 

u z _ v 2 _ 

cos 2 b sin 2 b ~ ’ 
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u 2 

[(〆 + e-0/2] 



:(e d — e~ d )/2] z 



例 26 
证 


证明 : fM = e 




显然 lime 


一 A 


0,令 


在0< kl < R 上一致连续. 


F { z } — 




0, 


0 < 丨 < R ， 
z — 0 9 


则 F (幻在<只上 连续. 由于 < R 为闭集，依 定理: 在有界 
闭区域上连续的函数必然一致连续.所以 / O ) 在 0< kl <只上 
一致连续. 

例27 设函数 W = e _1 " = e " COft ( Argi )/| r | e 5in(Argz)/|z| 在 z # 0的 
区域上有定义.证 明： 


(1) e~ lA 在 0 < |z| <1 ， |args：| < y 上一致有界 • 

(2) e_ 1/l 在 0< kl<l ， |argz|<j 上连续，但不一致连续 . 

(3) e _l/ * 在 0 < | < 1 ， |arg 2 1 < a < 号上一致 连续 . 

" 1 ■ 

证 令之 ==r re 1 % 则 w = e 一 1 "e 一 1 沒 = e- (cos ^+ wn ^/ r . 

，_ • 

(1) 在 0<r<l，| 夕 |< J ■ 时 ， cos 沒 >0, 则 :|w| = < 

l3[Je_ 心一致有界 . 

(2) 当 之 关 0 时，因 e% — 丄连续，所以 e-w 连续 • 取之 i = 

Z 

H 

r^ 1 ,6i — y ， z 2 = r 2 e'^, 0 2 = y — = sin 衣，则 

|e -1/lr i — e^ l/x z \ — _ e -^ 2 /^ e ^ z ^ 2 1 

=| e i/r i — I 

=I e i/r J — 

^ 1 -i yl—rf 

夕 cos - e l cos ― : - L * 

广 i 
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若取 n 


' 2 nK + 音 1 — 0, 则 | e _1/ *i 


e 


\/z t 


\ 


e—kos I 〉 


0. 所以 々与 々可以相差任意小，但 | e - 1 〜一 0,函数在域 


内不一致连续. 

(3) 此时， | e _ w | = e — lAo ^ Se - 1 /—— 0,因而函数在闭域上 
连续，即一致连续. 

例28 证明：对任意的2： = r +卜，有 

|shj/| ^ \sinz | ^ chy^ |shjy| ^ | cosz | ^ chy. 

证 |sinz| = [sin(x + i^) | 


=v/sin^ch 2 ^ + cos z xsh 2 y — vsh^y^swJx. 
类似地 I cosz I = -/ ch 2 y — sin 2 x ， 

所以 | sh ^| < >/ sh 2 y + sin 2 : = | sin ;| 

^ 4sh 2 y + 1 = chjy ， 

|sh》I < / ch 2 y — 1 ^ ych 2 ：y 二 sin 2 x = lcos:| 

^ ^/ ch 2 y = ch ^, 

例 29 指出下列论断(贝努里悖论）中的错 误：. 

■h 

(1) 因为（一怎） 2 =怎 2 ,所以 Ln(— zy = Lna： 2 , 于是 

2Ln ( 一 z) = 2Lnjzr=^>Ln(— z) = hnz ； 


( 2 ) 


7 T 

T 


arctanl 




dx 


0 


1 



X 




dx 





i + 1 



解 （1) 因为在对数运算中 W = nLnz 不成立.所以步骤 

Ln (— 之 ） 2 = Lnz 2 今 2Ln( 一 z} = ZLnz. 

(2) 同上，步骤 


去 Ln 与 | Ln ( ；^|) 4 间等号不成立 • 
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所以题 （1)、 题 (2) 论断错误. 

例30 证 明：当 c 为整数时，有 ( a 7 = 


证 因为 a 


^rLna 


，而 


( a b y 


chrui 


rLne 


bLJUi 


c ^ n ^Re< 6 Liu*)+iIm(^LiM> 


fLnc 


Re (&Lna ) + ilm C^Ln^i) 


c[Ln« 


Re(ALiui) +ilm(6Lnd) + 2*«i 


c[Re (ALiui ) 十 ilm (办 Liui) + 2*«i] 


a u • e 2 * 气 


c(^Laa + 2^id) 




所以，当 C 为整数时，有 


2Anri 


( a b y 


be 


例 31 设 


P ^ l $ 9a = re lf ，称 


R z — 2Rrcos(d — 歹 ） + 


(0<r < 及） 


为泊松 ( Poisson ) 核，证明 


( 1 ) 


R z 

2Rrcos(d 


R 2 — 2i^rcos(^ 一 炉 ） + r 2 — \z — 

— _ 〆 

(2〉/? + r < R 2 — 2Rrcos0 — ip) + r 1 

证 (1) 因为 

\z 一 a | 2 = I Re 10 一 re— 1 2 

=I (Rcos6 — rcos9) + i (Rsind 


\z\ 2 — \a\ 2 
~\z-a\ 2 ; 

/ /? + r 




rsinf) I 


所以 


( 2 ) 


=/2 2 — 2i?rcos(^ — (p) + r 2 , 

圮一 〆 kl 2 -k| 2 

R z — 2jRtcos(^ 一 9>) + r 2 \z 一 a J 2 

由于一 1 < cos ( 沒 — 9 ?) ^ 1 ，得 



所以 


R 2 - r 2 


2 - 2RrcosC8 — - 

R z -t 2 


R 2 — ZRrcosid 一 <p ) —— 


< 


R z 



R 2 


及 2 - 2Rr + r 2 


< 


R r R 2 一 2 Rrcos {6 — f >) + r 2 、■及一 〆 
例 32 设 w =/ U ) = w + ix ； 在 z 平面上区域 Z ) 内解析，且 
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主要内容 

1. 平面定常向量场 

若向量场中的向量都平行于某一个平面且在垂直于 S 的 
任何一条直线上的所有点处的向董都是相等的，同时场中的向量 

与时间无关.于是,完全可以用一个位于平行于的平面 A 内的 

. - 

场来表示.这样的向董场就称为平面定常向董场. 

2. 用复变函数表示平面向置场 

在平面 5。 内取定一直角坐标系 xo ： y ，则向量 4 + 八 J 可 
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用复数 A = A + 表示.平面向量场 4 = A x ( x , y ) i-h A y { x , y)j 
可借助于复变函数 

反之，复数 w = « U，30 + b ( U ) 也对应一个平面向量场 

A = u ( jo 9 y)i + v ( x , y ) j . 

如平面定常流速场 v = i^Cz，：yOi‘ + %Cr，：y)«/ 和电场强度向量 
E= E x ix , y^i + E y Oc ， y)j 都可用复变函数来表示. 

应用中特别重要的是构造一个解析函数来表示一个无源无旋 

4 

的平面向量场.这个解析函数被称为平面向量场的复势 函数. 

3. 平面流速场的复势 

设向量场 v 是不可压缩（即流体密度为常数）的，且在单位域 
B 内是无源场（即管量场），则 


divv = 



存在一个二元函数 4(z，：y)， 使 

dip(x 9 y) =— Vydx + v x dy=^> 


dx 


v > 


djp 

dy 


v x . 


沿等值线 外工 ，卽 c if ~^ 即场 V 在等值线 iPix . y ') -C t ± 

每一 点处的向量 v 都与等值线相切.等值线 ^( x 9 y ) = C , 称为 
流线 4(x，：y) 称为流函数. 

若 v 又是 B 内的无旋场（即势量场），则 


rotv = 0=s> 


da ， 

dx 


du ^ 

dy 



存在一个二元函数 ？<x，：y) ，使 


d〆: ，， ) = ir x dx *f v y dy=^ ^ *= v x ， 意 


Vy 


炉 O ，）） 




grad 炉 =v. 

C 2 称为等势线，〆: roO 称为势函数(或位函数). 


由于 


dtp 

dx 


H — i ， 则解析函数 

fiz) — ??Oc ，： v) + 
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称为平面流速场的复势函数•场 V 可表为 



£+ 唁皆务 爾 


4. 静电场的复势 



设£ 


无源又无旋的. 

div£ = ^ 

dx 



EJ 是一平面静电场，在场内无带电物体时，是 


rotE 


dx 

gradz; 


dE , 

3 y 

3 E ^ 

3 y 


dv , _ dv . 


O^-duix^y) 




E y dx + E x dy, 


dv(x $ y^ = — E x dx "— E y dy 9 


— EJ — Ej 


E . 


u(x 9 y) 称为场五的力函数, P(x,y) 称为场£的势函数.解析函数 

w = /(z) = u(x^y) + iv(x f y) 

称为静电场的复势函数. 

场£可以用复势表示为 


E 


do 


. du 


dX dx 


iTT ^ J , 


疑难解析 


. 为什么要在无源又无旋的平面向置场上讨论复势函数? 


答 divA 


dx 



^称为向量场4的散度, divA = 0的向 


量场称为眘釐场,即无源场， divA > 0称源， divA < P 称沟（汇) . 


rotA = ^ - 称为拘量场 A 的旋度 -rotA 

称为势量场，即无旋场. 


9 A 


3 A X 


dx 


0的向量场 


无源又无旋的场，称为调和场，满足 divA = rotA ^ 0. 单连通 


域上的调和场是一个有势场.>1的势函数为 


以0,使 AO ，： y ) 


gradt/。. A 的力函数为“，使4 + A x j — grad", w 和 i； 都 


籲 
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是调和函数(详见第三章），且 是“ U ， J ) 的共扼调和 函数. 

在单连通域内，用势函数《(工,^)和力函数可以构造 
一个解析函数 

w = f(z) — u(jc 9 y) + iv(jo 9 y ) , 

切 称为复势函数(简称复势).讨论复势就是讨论一个解析函数 • 

2. 为什么在不同问题中场的复势表示有不同的形式？ 

答 因为在不同的物理应用中，为了各自的方便，对复势采 

用了不同的定义，因而复势表示有不同的形式.如 

(1) 在平面流速场 v = v x { x , y)i + 

dfp^Xyy') — — Vy&x v x dy f d^&Cr ，30 = v x 6.x + v y 6.y y 

复势函数为 

tv — f{z) — (p(x t y) + i^(x,jy), 

场 v 的复势表示为 






dy 


I 


dx 


TTz) 


(2) 在平面静电场 E = EJ + E y j ， 有 


duCx ^ y ) = — Eydx + E x dy f = — E x dx — E y dy f 


复势函数为 

u; = f(z) = «(x fi y) + iv(jo f y ), 

场£可以用复势表为 


E 


do 

3 x 


du 


iTM 


(3) 在稳定状态的平面热流场，与題 (2) 类似 


9 


k 


[ f 




W 尹 + 

dx 



k 



这里 0( z ) = + i #0，： y ) 称为复温度. 


方法、技巧与典型供题分析 




解决平面向量场的问题较为复杂，它与场论和向童分析、调和 
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函数与共轭调和函数以及许多力学与物理问题都有密切的联系. 
因此不仅要熟悉各方面的知识，还要善于根据具体问题将平面调 
和场问题与复变函数联系起来研究、分析. 

例1 设平面流速场的复势 / oo 如下，求流体在任一点的流 


速、势函数、流函数及流体流动的状况. 


( 1 ) Zi 


(2) (z + i) 2 3 ; 


(3) z 2 ； 


(4) 1/ U 2 + 1). 


解 因为流动速度 v 同复势 f ( z ) 的关系为 

V = + \Vy = f (z ) ， 


所以 

(1) f ( z ) = 2 ：= 工 + bs /’（ Z ) = 1, 故 T / = f ( z ) = 1, 势函数 
< p ( x 9 y ) = Re [/0)]= 文，流函数 0(工，夕） = Im [/( z )] = 流体 

以等速 1( 单位）从平面左侧向右侧流动(见图 2. 2 a ). 



图 2. 2 


(2) f ( z ) = x 2 — (1 + >) 2 + 2 ii(l + y)jf M = 2 (z + i ) 

= 2工 + 21(7 + 1)，故^ = 2(之一1).势函数 =工 2 — (1 + 

: y ) 2 , 流函数 0( x ，： y ) = x(y + 1). 

(3) / Ok ) =工 2 -/ + 2^，/(名）= 22，故奶.= 7^=25, 

势函数 〆 x ,3；) = ? _ y ，流函数 ^OcoO = Zxy . 流体分别从平面 
上、下两方用相同速度向实轴移动，相遇后分别沿实轴向左、右方 
向移动.原点为临界点(见图 2* lb ). 


(4) /(之） 


x 2 + 1 — y 2 — 2 ixy 

(工 2 + 1 — y ) 2 + ix 2 y 2 f 

- 2z 


尸（之） 


2 z 


( z z + 1) 


，故 


v = f ( z ) 




(z + 1) 
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势函数 


流函数 




0( 工， : y) 


x 


2 



1 -y 


(X 



1 — y 2 ) 2 + 4x 2 y 


xy 


(x 2 + 1 — : y 2 ) 2 + 4 x 2 3； 2 
例 2 场的等势线为 P + y = 2 a ： r ， 试求在点 （2 a ，0) 与点 


( a ， a ) 处流速大小的比. 

解 等势线方程变形为 


工 2 + y _ 


a , 故势函数应为 



工 2 + 3/ 

2x 


2 


，于是 


迕 = 

¥ 


x 2 — 

/ _ 

dx 

1 2x J 

2x 2 

f 

§ 

变 = 

¥ 

+ y) 

| 氕 - 


dy 

^ 2x J 

X 

dx 


By 


从而复势少00的导数为 


^ ( z ) = 9 ^ 






在点(2〜0)处速度的大小为 


l^i | 


2 


叫)& 


IWOO | ， 


在彘 （ a ， a ) 处速度的大小为 


|t> 2 1 = W (^)iI ~ IW( a )l 


故 


M 1 l ^( a )| 


1 

2 


M 2 ( a ) I 

例 3 讨论以下列函数为复势的等势线、流速向量、流线 

(1) 1/^y <2) mins：. f 


解⑴ 


e 


£S 


cos2^ sin2 夕 


z 4 


r 2 


.2 


故等势线为^ = C 1 ,gPcos2<9 = r 2 ^. 


流线为 一^ 


(7 2 ,即 sinZO = r 2 C 2 * 




104 




流速为 p = f M = |^3 -J =33* 

(2) /( z ) = mlnr + imO f f r ( z ) = 故 

等势线为 rninr = C Y 是以原点为圆心的圆. 
流线为是从原点出发的 射线. 


流速为 v = — ^ cos 汐 + i ^" sin 汐. 

例4 流速场中散度 divv 乒0的点，统称为源点，试求由单个 

源点所形成的定常流速场的复势. 

解设流速场 v 内只有一个位于坐标原点的源点，其它各点 
无源无旋，则在=# 0处 v = g(r)r°. 其中 r = |艺|是《到原点的距 

离， r ° 是指向点 z 的向径上的单位向量. 

源点的强度 W 是流过圆周 | z | •的流量， 

JV — j* v • r°dj = I g(r)r 0 r o ds — 

J I * I J I* [ 

是与 r 无关的常数.故‘ 

,, |N N N z 'N 1 

^ (|z|) = 2^H , t; = 2^17T H = 2^T* 

于是 / U ) = v ( z ) = 备•+所求复赛函数为 

AT 

f ( z ) = — ln « + C . 



图 2.3 
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势函数为 = 2 ^ 1 n|z| + C lf 

流函数为 =备 Argz + C 2 ( 见图 2. 3). 

例 S 平面流速场中 rotv 弇 0 的点称为涡点.设在平面场仅在 


原点有单个涡点，无穷远处保持静止状态，求该流速场的复势. 

解 场内某点的流速有形式 r = /Kr)r°, 其中 为点 z 处与 


，垂直的单位向量，可以用复数 g 表示， A(r) 为仅与 r= | 刎有 
关的待定系数. 

沿圆周的环童 r 是一个常量，与 r 无关 






r Q ds 




hQz\)r° 


r°ds = 2 兀 | 怎 |A(| 之 |)， 



故 



(一 ir 称涡点的强度). 


V的复势函数为 

/(«) = + C, 


图 2 . 4 __数为 = ~Arg« + C 2 , 

流函数为0(无,30 =— ^ n kl + C*2( 见图含 .4). 

例6 求以下列函数为流速的流体沿指定曲线的环董与流 


(1) v = ^r~i* C:|z — 1 丨 =1, |« + 1 1 = 1,1^1 = 3; 

C2) v = _ 石 ) 2 , C: \z\ = R-\- l,R> 0. 

解 （l) 沿 k — ii = i 的环流量为 
r + iQ = f -y- ^dz = 27 TiRes( - 2 1 ,l) (见第五聿) 

J |±-H=1 z 一 1 z 一 1 
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2^i lim(: — 1) 


zr 




故，环量 厂 = 0, 流量 Q = 

沿 jz + l 丨=1的环流量为 


r + iQ 




|z+U = i z z — 1 


dz — 2 兀 iRes 




2 兀 i lim O 十 1 ) 


wl 


— J = — iti * 


故，环量厂 = 0,流量 Q = _ 兀* 


沿 kl = 3的环流童为 


r + iQ 




dz 


2m Res 了丄 、 ，1 


〆 一 1 



Res 


= 士 




故，环童尸= 0,流量43 


2 

0 . 


1 = 0 . 


(2) 沿 1*1 =12 + 1的环*量为 


+ iQ = J 


z 


^ 2ia[Res(F,/?) + Res (V , — R) j 


其中 


Res(V,R) 


lim -j— 

z^R uz 


wm 

(z — 

■ 


R) 


2^ - 1 1 

{z l - R 2 ) 


d 「之 2 — 1 *1 R 2 


Res(F, — /0 


dr z £ — i 

{ ^di[(z + Ry 

d 「 / i 、 4 




^ + 1 
5^~， 




lim 


dz 


[(… ) 2 

「 z 2 — 1 1 R z 

LOJ 与 4 


R 2 yj 

R 2 -hl 
4R 2 * 


则 r + iQ 


F 心= 0,环童 r = 0, 流量 q 




c 


例 7 若 / CO 为下列函数 


(1) f(z) = ilnzi 


( 2 ) fM 


* 

丄 


求静电场的等势线、力线和场强向置. 
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解 （1) f(z) = i[ln I + iargz ]=— 沒 + ir ，/’（ z )= 丄 ，故 

等势线 为 r = (: i ，即以原点为圆心的同心圆. 

力线为 一 0 = C 2 , 即从原点出发的射线 • 


场强向量五 =- i 


z 


z 


« 


(2) / Or ) 
等势线为 


力线为 


: y 


IX 


X 


y 


+ y 


，/'oo 


i ， 故 


工 2 + y 

X 


Ci ，即圆周 x 


2C X 


+ y 


4 Cf 


+ y 


z 


C 2 ，即圆周: T 2 + 


2 


: V 


2C 


2 


4CI 


场强向量五 


iTTz) 


z 


X 


2 


—y — i2 工 : y* 


例 8 求一条具有电荷线密度为 e 的均匀带电的无限长直导 
线 l 所产生的静电场的复势. 

解在 L 上距原点々处取微元狀,其带电量为且垂直于 
z 平面(设导线在2： = 0处垂直于 I 平面）的任何直线 i ： 各点处场 
强相同，只有与 f 平面平行的分量 •甴 于微元段 dA 在点2处产生的 
场强为 


\m 


edk 


则 


\E\ 




r 2 + h 2 
ecos 裳 


(r = \z \ — s/x z 4 - y 2 ) ， 


因为 A = rt^nf ,dA 


2 + h 
rdt 


-,dh “为 dF 与 z 平面交角） 


cosh 


I 五 I 


cos 2 f V + A 2 _ 

ho ° _ 由由？ £ 


，故 


故 E 


: 广。或 £ 


z 


.所以 


f(z) =i£ 


.2^ 
l 一 


z 


f(z) 




^ iLn 7 + c ， 
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例 9 设复势为企0)=如+ 504,5为 图 25 

实数），讨论其热传导、流体流动、静电场的等 
势线、流线和流动密度. 

解 < PCz ) = Ajc + B + L 4： y ， 故势函数 9( 工，: y ) = + 五，流 

函数 = Ay . 因而 


等势线 为扒心 y ) ，即 i = — i 5)， 是平行 j 轴(虚 


轴）的直线.流线为 




C 2? BP 3^ 




Cz 

A 


，是平行轴的直线. 


(1) 若为复温度，等势线即等温线.复势流密度为 


q — — k 0’ （ z) — kA = + iQ y . 

热流是均勻的，当 A > 0时，流向 ：T 轴负向. 

(2) 若少 U ) 为流动复势，则流速为= ^7=九 
流动是均匀的，当0时，流向工轴 i £ 向. 

(3) 若少 U) 为复电位，则流动密度为 W = — e^y = ~eA. 


流动是均匀的，当 X > 0时，流向: r 轴负向. 




第三章复变函数的积分 


本章讨论复变函数的概念、性质和计算方法，并且给出讨论解 
析函数性质的重要公式——柯西-古萨定理、复合闭合定理和柯 
西积分公式.最后讨论了解析函数与调和函数的关系. 


第一节复变函数积分的概念 


主要内容 

■ ■ 

■ ■ i " 

1. 设函铨定义在区域£>内, C 为 D 内以4为起点 
S 为终 点的一 条光滑（或逐段光滑） 的有向 曲线.作积分和式 

n 

(匕)仏，若在《 max { AS ,}-0 时，不论对 C 的分 法及仏 的取 

法如何，积分和 式的极惟一存在，鹰称此极限值为函败 fM 沿 
曲线 C 的积分，记作 

f f ( z)dz = 

Jc ^ 00 *»1 

当 C 为闭曲线时，记作 j > c fdz ) dz t 

2. 复变函数积分存在的条件 

若 C 为由参数方程《 = zit ) — xO ) + i：y ⑴，沒给定 

的光 滑曲线 ，正向是参 数增大 的方向 .a 对应起点对应终点 
且 z ' (0 式 0. 

若 /(=) = m ( j :，30 + \ v ( x t y ) 在曲线上连续， /( z ) 在曲线 C 
上的积分存在，且 
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f(z)d 


r 


r 


udx — vdy 



i;dj ： 十 udy. 




当 c 为分段光滑曲线 ， CsQ + c 2 + … + c „ 时， 


r 


f(z)dz 




M 


f(z)d 







f(z)dz + 


• • • 





f(z)dz^ 


H 


3. 复变函数积分的计算 
根据复变函数积分的定义 




/( 之 ） d 






udx 一 vdy + i vdx + udy^ 


w 


(1) 当 c 由参数方程 


= y(t) /? 给出时， 


积分为 




f(z)dz 






[_u(x(0 ^y(t))x f (t) — Wf) ， y(0)y (0]cU 


4 # 




0(x(0 ， : y(0) ，： c’（0 + ttO(f) ， y ⑴） y 0)]df ， 


将对复积分的计算化为两个实二元函数的线积分来计算. 
(2) 上式的另一表示形式为 




f(z)dz 


这种形式在将 z 用指数式 




/( 名⑴） 尸 ⑴也， 

h 

表示时尤为方便. 


常用公式 


(P 






iz 一 z 0 ) m 


+i 



= 0 , 

¥ 0. 


其特点是积分与画周的中心和半径无关 
4. 复变函数积分的性质 


(1) I f(z)dz =- 

C , 

(2) 1 kfMdz = k 




f(z)dz f 


v 


f(z)dz 9 


(3) I [/O) 士 gM^\Az 

c 


r 


/(z)dz 士 


w 




giz)dz^ 
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(4) 




f(z)dz 


c 






c 


\f(z) \dz ^ ML ， 


其中 1 为曲线 C 的长度， 1/0)1 < M . 


疑难解析 


1. 在复变函数的积分定义中，为什么要强调曲线的起点与终 
点？ 

答因为复变函数的积分定义是由积分和的极 

限给出的，而将曲线 C = A 细分时，是从 A 点开始取分点 
…，^•的.积分和式中的= ^ - 与起点和终点有关.所以， 

积分值与起点与终点有关.有公式 

■' ' /( z^dz ==— [ fiz } dz » 

JC Jc~ 

但是，一般不能把起点为 a 、 终点为 /3 的曲线 C 上 / OO 的积分 

记作(^/(幻如.因为复变函数 /0 O 的积分 f / OOdz 实际上是曲线 

积分4的变化受曲线 C •(积分路线）的 限制. 

2. 为什么当 /OO = u ( x t y ) + \ v { x ^ y ) 在 D 内处处连续且 C 




为光滑曲线时，复变函数的积分 j e /( 幻扣存在？ 

答因为一个复变函数的积分可以化为两个实二元函数的 


积分，即 


J/CzOdz 




r 


udx — vdy + i vdx + udy^ 

C JC 


r 


而当 /(«) 连续时， “( u ) 和 v ( x , y y 必连续，此时两个实二元函 
数的积分存在，所以积分 £/( 幻如存在. 
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方法、技巧与典型例题分析 


计算沿光滑曲线的复变函数积分，常用的方法是: 

(1) 化为两个实二元函数的线积分来 计算； 


(2) 将 C 的方程用参数方程给出，求 

I 

(3) 将2表示为指数式来 计算. 




(Odt ； 


凡是在定积分和线积分中使用的技巧，在这里都可照常使用. 
注意当曲线 C 用参数方程表示时，正方向是参数增大的方 
向•参数的取值应与起点和终点相对应，且 ^(0^0. 在分段光滑 
曲线时，要注意各段曲线的起点与终点所对应的参数值的准确性. 

例1 计算积分 f ImOOdz ， 其中 C 为： 




(1) 连接点(0,0)与2 + i 的直线段； 

■ , 

(2) 连接点 (0,0) 与 i 的直线段及连接点 i 与2 +>«!直线段所 


组成. 


解 （1) C 可用参数方程表示为 (2 <1,所以 


r 


Im(z)dz 




fd[(2 + i)i] 


(2 + Otdt — 1 





2 


(2) 为 2： = i 夕，/ <1及（7 2 为2 =工 + “0<：1：<2, 


所以 




Imzdz 


*2 


ydiy + ld(x + i) = 2 + 


* 


例 2 证明 




dz 


<J c id,i ， 


并说明这两个积分的几何意义. 


证 




n n 

lim 2] — 之卜 i) = lim — 怎 * 


^ lim \z k — z k -x I 


!dz|. 


» 
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其几何意义是折线长小于弧 长* 


例3 证明 


Z 


±4a 


r C z — 1 

其中 c 为圆周 \ z - l \=2. 

证 由估模定理，有 


Z 


< 8兀， 




< 

• 

之 + 1 

|dzj = f 

• 

c Z — 1 

4 

C 

z — 1 

J 


I Cz — 1 ) + 2 1 


c 


|d 糾 


< 






I 之一 1 1 + 2 


例4计算6 


c 2 

dz 


dz = 2 


i* 


c 


| ds ； I — 8^. 


，其中 C 为以 A 为中心、 r 为半径的 


c o — z 0 y ^ 1 

正向圆周， n 为整数(见图 3.1). 

解 将 C 表示为= s ：。 + re tf ，0 < 0 < 2 w ， 則 

dz _ C 2n ire 

c (z — z.y^ 1 ~ Jo r^ +1 e i<rt+l ^ 





Ad 




m 2n j 

■ o 


dd 


当 w = 0 


时，封 


e " d ^ 


2 * 


e^dd 


f2ir 




o 


d 汐 = 2 冗 i; 


图 3, 


当 n # 0 时， 

； f2ir 

—r I — 

r JO 


i r 2 ， 

— (cosn 汐 — isinn ^) d ^ =0. 
^ Jo 


所以 




dz 


n = 0, 


c 


(z - z 0 y +i 


冗 i, 

1。， n 尹0, 


类似地，有 


2 m , n 




j 


dz 


c (z — a ) 


dz 

cF 一 L 0 ， 

2 nij n = 1, 

0， n 孕 1 


1 


(C 为 | z | = r ), 


(C 为 \z — a \ — r ). 


本題结果是我们以后经常要用到的. 


例 S 设 f ( z ) 在连接点 A 与 B 的线段上连续，< 
\ B \, gM 是区间 [I A MB |] 上的非负实函数•证 明：在 M 上存 
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在一点 I 使 

_f(z)g(\z\)dz ^ A/(6) g (| 之 |)dz ( |A| < 1). 

J AB J ~AB 

此题所证为复积分中值定理，也称为达布中值定理. 

证 因为的参数方程为 2=^(0 = ( l - O ^ + « B ,0< 

.由复积分计算公式 

[ f ( z ) g ( Iz^dz = /[ 2 ( 0 ]^(| z ( 0 |) 2 '( 0df 

JaS Jo 

=(B - flz ( Olg (\ z ( 0 \)dt 

Jo 

K \ B - A \{ 1 1/|>(0] I〆 _ I ) ck , 

Jo 

依据推广的实积分中值定 理:若 / U ), g ( x ) 在 0,6] 上连续 dCr ) 
在[>，幻上不变号，则在1>4]上至少存在一点彡，使得 

f(x)g(x)dx = /(O ^(x)dx . 知存在 € [0 ， 1 ]， 使 

J a ^ 0 

I 

1/[之⑴] I 发 （1 之 ⑴ |)df = 1/[之 “ o)]l f 发 （卜(0 |)此 
Jo Jo 

令夺 = 力 0) ，则 S 在线段 H 上 * 于是有 
|/| < 1J5-411/(0 |(\(k ⑴ |)cU= |/(^) |f ^(i^DId^l. 

Jo JaS 

即 |f / ⑷发 |/($)1[ ^(| z |)| dz |. 

J 35» J 7 B 

若 / ⑺ =-o, 则有 m < o, 要证结论必成立 . 

若 /( 幻关 0 ,则可令 

fMg(\z\Hz 

又 — r ^ _ 

f (^\ g (\ z \)\ dz\ f 

JAB 

于是 _fiz)g{ |2 ： |)d^ = A/(^) |z|) |d^[» 

J ^5 J AS 

• 115 • 




其中 


Ml 


r 




AE 


fMg( \z I ) \dz I 


1/(01 




aB 


g(\z \)|dz 




例 6 设 J 


e 


c z 


f <^， C 为从 r 到 一 r 的上半圆周 


证明 ： lim / 


r**oo 


0,lim/ 

r ~*^0 


7 TU 


证 C 可表 示为 : z = r ( cos ^ + isin ^) ,0 <8 

V 


0 


_x 


I\ < e~™^d0 = 2 




0 




广 */2 


e 一灿 d 夕 


o 


<2 




MZ 


所以 


7 

lim / = O . 


(1 - e〆 4 )， 


r-^oo 


上式利用了当 时，％ 


2 


< sin ^ < 6 这一不等式. 


类似地，有 


TCI 




'9C 


0 


一 rtio^+i/cottf 


1)必, 


/ — m | < |e 


r * 


rtintf+ircostf 


Vdd 




0 
广 It 


<」厂^9(由 | e ^- l | < \ z \ e ^) 


o 


re it 


0, 


所以 


! s ? 7 


m 



z 


例 7 计算 I :心.(：如图3. 2所示. 

c z 


解 厂 = 厂1+^ 2 +/^ 3 +1\ •在上， 

z = 2e 诚 ，0 < 沒 < 2 買，则 




z 


Li 


z 2 dz 


4 


图 3.2 


由 


m 


z m dz 


n + 1 


(的 +1 — y +1 ) 
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在厂 3 上 ， z = e ifl ,0 < < 2 兀，则 


^rdz 
Jr. z 


z z dz 


3 


在 r 2 和 r 4 上 4 


dz 




"-1 
m — 2 


工，则 

dx = 


dz 


dj ： 


所以 



+ + 




~y + 1 + y + 1 


例 8 计算积分 i|cU 和 — iMcU| ， c 为 |z| = l, 

解 C 表不为 ^ , 0 ^ ^ ^ 2^c 9 z — 1 = (cos 沒一 1) + isindf 


k — 1 丨 = 2 sin — ，所以，令 J 




r 2 I sin 4 
Jo L 


1 — 2 sin 2 


之 — 1 Ids :， 有 


d 沒 一 8 i sin 
Jo 


q J . 泛 

2 dsm 7 


2 i — 


2 cos{| ； -J ； W({)d ^]-0 


- C I 


3sin 


* 3^1 j 6 

sm Y d 2 


8i 一 i 




$ 2 d \'l Zk 

6cos t + 音 cos2 (t1]L. 


4 


8 • 


也可以这样计算 




rzn 

e $ z 

Jo 


m 


iS/2 


de 


# ( e W 2 

J 0 


e^ im )dd 


f _2_ ； e 3W2 _ 

u 


2ie im 



8[ 

T * 


令八 




一 11 |dz I ，则 j 


cos^^l^sln^d^ = ，有 


f 2lt 9 r « 

A — 2 sin — = 4 |sin^|dy? = 8. 

Jo L ^ o 


例 9 若 M 关尺，证明 
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r 


|d^| 


Z\ 


z — a \ \z a\ 




2^R 


R l — \a 


o I * 


囑 

dz _ 

' dz 

izi = 

=R 

+ - |z J 

| z 2 — a 2 


jckj 


Ikl 2 - kl 2 l 


\R 2 - |at 2 | 


|dz| 


2nR 




\Z\=R 


I 尺 2 — l^| 2 | 


例 10 计算下列直线上的 积分: 


( 1 ) 


i 十 2i 


z 


cos ~dz ； 


( 2 ) 




0 


(2 + lz) 2 dz. 


解 （ 1)^= Ot + 2i)f， 0<r<l ， 故 





cos 


+ 2i 


0 




(?r + 2i) dt 


丌 + 2l f 1 ( c iQt+2i)f/2 + e _i(*+2i)//2)d 尤 


f +i )[j: e i cos *， 



7T 


k 0 


7C 


e’ cos —t — isin 
l \ L 


it 


t 


isin —t i dt 
dr = e + e 


(2) z = (i - l)f + 1，1，故 


(i — 1) 




(i _ 1) 


j 


(i-1) 


[2 + i(i-l)f+ i] 2 山 

[(2 + i) 2 — 2(2 + i)(l + i)f + (1 + i) 2 f 2 ]d/ 


(2 + i) 2 — (2 + i)(l + i) + 4(1 + i) 


= 了（一 5 + 7i). 

例 11( 约当 引理）若 /O) 在 M > 及。，连续 , 
且 lim/(z) = 0,则对任意的正数 m, 有 


z u 


lim 


z- 


e imz /(z)tiz = 0, 


R 


其中是圆周 k 丨=穴在已给域中的一段弧，^为实数(见图 3.3). 


* 
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证 设 a < 0, 因为 /U ) 在给定域上连 


yk 


续，必存在 M ， 使 \f(z) \ 


又由于 lim/o) = 0 ,有 lim M 

z-^oo ]z t = 


0. 


因为 


e iw 




*ny 


e 


tny 


而 


So 


e Uftz fiz)dz 


^ Me 

=Me 


BC 

I” 


< e -， 




/ 

V ( 

V 

/ 

^ a 

B 


X 


图 3. 3 


其中 L 为弧 BC 的长 （M = sup{f(z)\z e 

r«}). 

\a I _ |a |arcsin( \ a \ /R) 

—— u\Tr : 

e i,nz f(z)dz = 0. 


又 L = Rarcsin 


|a| (R 


)， 


所以 limMe 

及 ― OO 


L 


0 ,即 lim 

/i—ooj 




BC 


同理可证 


lim 




r 


而 


<53k 




£a 

r* 

I 

o 


e^fiz^dz = 0 , 


e imRicos0^na) 






e 




0 




2MR 


2MR 


M% 


e 一 Mjw cW < 2MR 


卜 0 


、芄 fz 


e- 2,nM/ ^dd 


0 


泛一 mR$f 策 . 


n 


2mRj 


*/2 


0 


nM 


(1 — e -w) — o ( 及 — oo )， 


m 




故 

于是 


lim 


6^e 


依据当时， 
e^fMdz = 0. 


26 

n 


lim 

i?—►oo 




e imz f(z)dz = 0. 


当 <2 > 0 时，由 lim 


65t 


e imz f(z}dz = 0 ,即得 


lim 

R-^ooJ 




e—/(z)dz = 0, 


R 


m 
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例 12 计算下列 积分 : 


( 1 ) U — j + ix 2 )d^, C: 直线段从 0 到 1 + i; 

Jc 


( 2 ) (i — z)dz, C：y = x 2 上从々 = 0,z 2 
J c 



( 3 ) O 2 + zz'ydzj C ： |s: I = 1 上从 1 到 _ 1 * 

Jc 


解 （ 1 )C 为 : y = o:. 0 <X< 1 ， 故 

m 

I = (: r — x + ijr z }dCx + ii) 




ix 2 Cl + i)djo 


4 (i_ 1 ). 


( 2 ) z = 

0 <f < 1 ，故 


iyA — z =— x + (1 + : y)i，C 为之 =r 十 if 2 , 


i + — 1)(1 + 2 i《）df 




(一 — 2t^)dt + i (1 — t 2 }dt = 一 2 + ~-i* 
0 J 0 J o 


(3) z = e l$ 9 0 ^ 0 ^ n f z 2 + zz 


+ 1 ，故 


I = (e iz$ + Die'M^ = 

Jo L 

_ 1 A i3n 1 I i 

=-^-e - r 十 e — 1 


e 


ise 




+ e itf 

8_ 

T* 


0 


例 13 设函数 / O ) 在 0< k — ％ I <及内连续，记 MO ) 

* ■ s 

max |/( z ) I ，其中 0 < r < = 0,证明： 

l * 一 芊。卜 r 卜。 

A 

r ■ 

lim f(z)dz = 0^ K rt \z — z 0 \ — r. 



证 因为 /O) 连续，所以 fMdz 存在.故 

f(z)dz ^ f |/(z) I \dz I ^ Af(r) rd& = 2 ^rAf(r)* 

J J K r JO 

* 

由于 limA/(r) = 0 , 故 lim f(z)dz — 0. 
r-^0 r-^0 J K r 
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第二节柯西-古萨定理与复合闭路定理 


主要内容 


1. 柯西-古萨 （Cauchy-Goursat) 基本定理 
如果函数 /(Z) 在单连通域 S 内处处解析，那么函数 /CO 沿5 
内的任何一条封闭曲线 C 的积分为零，即 

fCz) = 0 . 




2.复合闭路定理(见图 3. 4). 

设 C 为多连通域£>内的一条简单闭曲 
线，(:丨，(: 2 ，…， C, 是在 C 内部的简单闭曲线， 
它们互不包含也不相交 ，且以 C ” C ” …， C ”， 
C 为边界的区域全含于 D， 如果 /U) 在 D 内 
解析，则 



图 3.4 




辈 


(1) ()/(0心=艺0 /OOdz, 其中 C 


4 / 


与 G 均取正方向 f 


V.. 


(2> - o , r 是由 c •与 c * 组成的复奋闭路. 

3. 闭路变形原理 

二个解被® 数沿闭 ffi 线的积分,不因曲线在区域内作 连燊变 
形而改变它:始值. 


疑难解析 


. 柯西-古萨定理是否可以推广？应用柯西-古萨定理时，要 


_ 
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注意什么问题？ 

答柯西-古萨定理成立的条件之一是，曲线 C 应该在5内. 
这个条件可以放宽，得到两个推广定理： 

(1) 如果函数 f(z) 在以简单闭曲线 C 为边界的有界闭域上 

解析，则 

0 f(z)dz = 0. 

J c 

(2) 如果 / U ) 在单连通域 B 内解析，在闭域 S 上连续，则> 

o f(z)dz = 0 (C 是 B 的边界 ）• 

J c 

在应用时，要注意 / O ) 是否在单连通域内.因为 S 不是单连 
通域时，定理的结论不成立.如 /( z ) = +,在圓环域+ <| z |<| - 

内解析， C 为域内以原点为圆心的正向圆周，但 2« i 关 0. 

: Jc z 

同时，定理不能反过来用，即不能因为有某个 f / Ot)dz - 0 

J c # 

而说 /( 幻在 c 所包围区域 D 解析•如4^ = 0, 

%, c 、艺 

但 f ( z ) = + 在 I < 1 内并不处处解析. 

2. 应用复合朗路定理时，要注意些什么问鼉？ 

答 芦先 要搞清楚复合闭路厂的含义.复合闭路 r 是由一条 
正向简单闭曲线 c 与在 c 内的若干条互不包含、互不相交的负向 

简单闭曲线■，…，(：7所组成.一是注意曲线的不同方向，二 

： l -■ 

是曲线必须是简单闭曲线 〈柯西 -古萨理只要求闭曲线），三是 
内部若干条曲线必须互不相交、互不包含，四是全部曲线构成区域 
边界•仅当这些条件完全符合时，本可以应用复合闭路定理把沿区 
域外边界线的回路积分,化为沿区域内边界曲线的回路积分，利用 

一些已知结果使积分易于计算. 
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方法、技巧与典型例题分析 


应用柯西-古萨基本定理和复合闭路定理计算复积分是比较 
简单的和直接的，主要是验证是否满足定理条件，是否为单连通 
域，是否为闭曲线，是否为多连通域，是否为互不相交、互不包含的 
简单闭曲线.当 fCz ) 有奇点时，要通过分解因式，作出互不相交、 
互不包含的简单闭曲线 C *, 利用定理求得 结果； 或者利用已知结 
果(如上节例 4). 特别要注意我们在疑难解析中提到的问题. 

一、 树西-古萨定理的应用 


柯西-古萨定理应用的关键问题是 /0 O 在单连通域内处处解 
析，所以一要考察区域是否是单连通域，二是确认 / Or ) 是否解析. 
只要满足此两点，就可对闭曲线 C 上的积分应用定理了. 




其中 C 是包含％的任意闭曲线，故 


2兀“ 
0 , 


n 0 , 
n ^ 1, 
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两个被积函数在复平面内都处处解析，故 1 = 0 . 


(2) 因为 


之（3之 + 1) z 3 z + l ’ 


r 


C Z 


— 3 




c 3z + 1 


dz , 


m 3 TFi 在 H j 内解析，故 £ 5 TTT d " = 0 - 

—dz = 27 ri (由第 一 节例 4). 

c ^ 


所以 / — 27 ti — 0 = 2 nL 

例 3 证明： 只要 C 不通过原点，也不绕原点一周，积分 

' - 2 dz 的值只与 C 的起点和终点有关，与积分路线无关. 

JC 

证取以 Z =- 1为起点4 == 2为终点的曲线来计算积分. 
(1) 取积分路线如图 3. 5( a ) 所示 ， Q = A + r 2 ，则 r it z 

= e 1 ^ (0 < 0 < 兀） ， d2 ： = ie*M 沒 ; 厂 2 : 之 = z， 1 < z < 2，dz = dx •故 



图 3*5 

(2) 取积分路线 c 2 如图 3.5(b) 所示， c 2 = + r 2 . 则 r; = 

e l9 ( — 7r ^ Q ^ 0) jdz = ie w d 沒 ; 厂 2 :之 = x^l ^ ^ 2 9 dz — d:r ， 故 


r 


C 


z 


—^dz — 

z z 
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ie^d^ + 




(3) 对任何一条连接 z =— 1和 



= 2的符合题意的曲线 C ， 


由于被积函数 / O ) = \ 只有一个奇点2 = 0,都可以与 G 或 c 2 

3^ 


包含在同一个单连通区域内，而 / U ) = 又在此区域内解析，所 

z 

以，沿 C 的积分值与沿 c \ 或 c 2 的积分值相同，即积分与路线无关. 
例4 直接得出下列积分的结果，并说明理由. 


( 1)0 




X 


UI =1. 


( z 2 + l)dzi 


(2) O 


r% 


3^ + 5 


2 ^ + 3 


(3) O 


r% 


.z 




ki 


cosz 


d ^：； 


(4) O 




r* 


t*i=r<l (Z 2 — 1)( 之 3 — 1) 


dz ； 


dz ^ 


解 （1) / = 0,因为 f 与 / + 1 都在全平面解析，所以被积 
函数在全平面解析. 


(2)7 = 0. 因为 / U ) 的奇点，即分母为零的点有 两个: 4 = 

一 1 + ^ Yi t z 2 =— 1 — /Ti •而 Ia 丨= 卜 2 | = -/ T . 所以，被 
积函数在 kl <1.5 内 解析. ： 


(3) 1 = 0. 因为 /( z ) 的奇点是使 cosz = 0的点 z j +是兀 

* 

(是= 0，士 1，…），但离 Z = 0最近的点;£ =士音的>1 = 

士 !" > 1.5 •所以，被积函数在 Id <1.5 内解析. 

(4) / = 0•因为被积函数在 C 内解析. 

例 S 证 明:若 积分路线不经过点士 i ， 则 

~ Az = + kn. 


证 （1) 若 为 z e [0,1]，贝0 



= arctanx 



聲 


(2) 若仏为不绕土 i 的曲线，则由于 C 2 可与 C \ 包含在同一单 
连通域内，依柯西-古萨定理，有 


• 125 • 



tAz 


c 






0 1 


dx 


n 


x 


(3) 若 c 3 绕点 i 一周，则为简单闭曲线，且点 
在厂内（见图 3. 6 )，故 

广 1 1 r 


o 1 + r 


dz 




1 


z 


2 



以 dz 
0 1 


a 


2 


r i 


Z 


z 



dz + J t 


7 T 


2 i 2，ti+ 4 


k + y * 

4 



若绕点 i A 周，则 / 




kK + T 


(4) 若 C 4 绕点一 i 一周，类似可得 


I 


穴+ 


JC 


4. 


it 


图 3.6 


若仏绕点 一 周，則 J=-h + 子. 

4 

综上所述，有 

n 1 




0 1 + z 


2^ 




* w + f * 


例6 计算£1^«1*，其中 

(1) Lnz » in | 名 | + iargz , C ： \ z \ = 1 ； 

(2) Ln ^ = ln |«| + iargz + 2 m , C ： |«| — R . 

解 （ 1) 因为 == 一,0<0<2兀,所以 


I 




2 \$ - ie i9 dd = - ^ K $e i$ dd 




0 


0 


tin 

~Jo 


( 夕 cos0 + i^cos^)d^ 




— [0 dsin 0 + i ^ dcos ^ 

Jo Jo 


沒 sin 汐 


2^ 


0 


+ i ^ cos ^ 



o 


sin^d^ 


0 


「2* 


cos^d^ 




0 




(2) 因为2 = ^，0<0<2穴,类似题（1),有 
126 • 


(\nR + W + 2m)Rie l$ dd 


0 


^ 2 k 广 2 兀 

iR \ nRe [6 dd - Rde ie dd - 2^ e i 6 d 0 

0 J 0 Jo 


2 兀尺 i. 


k l+i 


例 7 计算积分 h ^ 心 ( 见图 3.7). 

(1) ^7 为 0—1 — 1 + i; 

(2) C 为 0 一 ^ i — 1 + i. 

n+i 

解 (1) I = e z dz 


1 + i - 

e z dz 


( 2 ) 


e^dx 



e 1 一 1 ’idy 



O ) 


(2) I 


ee 


图 3. 7 


l-i 


0 


e - 泛 idy + 


e ^' dj ： 


0 


—iy 



e e 


(e — 2 )e 乂 


o 


0 


1 + i 


例 8 计算积分 专; ， C 如图 

J c z — Z 一 1 


3* 8 所示. 


c, 


解 由于函数 


T 只有一个 


图丄8 


，打 -- z — 2 一 丨 ，、 q - 

1 # 

奇点 z = 2+ i , 但在(: 外. 依柯西-古 

萨定理，有 

£ dz 

° I -^- j = 0. 

J c z - L — 1 


若用复积分计算,需化为/ = A + / 2 + / 3 +八,其中 




•1 

Jo 


dx 


1 O ： — 2)dr 
o (x — 2) 2 + 1 



.’_ dx 

Jo (x — 2) 2 


—In — + iarctan ★ ， 
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h 




1 i( ^y 

o — 1 一 1) 


1 (y —l)dy 
ol-h(y-l) 2 


Jo 1 -h (y —1) 


ln 2 + iarctan (— 1)， 




^0 

J 1 




0 dx 


ln 2. 




_ 0 dy = f ° 

. l 一 2 — i J i 


i — 

j ln i 


0 (y —l)dy 
i 4 +(》-1) 


— 2 i 


(y 


dy 

• l) 2 +4 


larctan 


所以 




A + J 2 + + / 4 

dz 




例 9 计算积分 L 为下列曲线 



(1) C lt \z\ = ^ 

(2) Q ： \z\ = - 

(3) C 3: |z + i| 

(4) C 4 : \z 一 i I 


■■ • 
2 ， 




图 3. 9 


解 


如图 3.9 所示， m » 7(zZ L + ^有 


个奇点4 = Op = 士 i . 利用柯西-古萨定 


a 及 j ： 节树4的结桌，得 


CD I 


丰 （ 


J r+1 


dz 


= 2 兀 i — 0 — 0 = 2wi. 

(2) 兰个奇 点龠在 汰内，故 


2 ^ 


2 JTl ) 


dz 


(3) 只有 z 


2 兀 i — Ki — 7ri = ( 

=— i 在 C 3 内，故 


參 
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C 


3 


Z 


z 


2 之 + i 


0 — 0 — 


nu 


(4) 有 5 ： = 0,2 ： = i 两个奇点在 C 4 内，故 


r> 


d ) 


c 


z 


z 


z -- 


dz 


2 丌 i — ni = Tri. 


例 10 设 /OO 在单连通域 B 内处处解析， C 为 5 内任何一条 
简单闭曲线 ，问： 


r* 


O Re[/Xj20]djr = 0 ， O ImQ/( ； s0]d5 ： = 0 

J c J c 

■ r 

是否成立？如果成立，给出证明；如果不成立，举例说明. 

解不一定成立. 

若 f(z) 为实数或纯虚数时 , jjll R?[/0r)] 和 Im[/0r)] 在 C 内 

解析，等式一定成立.否则不一定 成立. 

如取 /(z) = z ， C* 取 |a ： | = 1 ，则 

x = cos0，y = sin&, 0 ^ ^ ^ 2jt* 


有 i Re[/( " )3d " 


'2* 




0 





cos^[ — sin^ + icos 沒 ] d 没 


1 


sin2^ + i 了 （1 + cos2^) 


dd 


各 ( 一 cos20〉 + 各 isin2 沒 + \r20 




0 


m 垆 0 




<p Im[/(z)]d: 
c 





K 




sin 夕[一 sin^ + icos 沒 ] d 沒 


J [ 去 sin 泛一 (1 cos2 汐 )] d 汐 


i 「 丄 (— 

2 L 2. 

r 1 • 

i 

—冗 尹 0, 


cos2^) 


|sin2$ — 2 2 ^ 


2 * 


0 


而 


cb 


■ z 


zdz = O r:Re [/ Cz)^dz + i O Im[/X 之） ] ds ： 


ui 


z 
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— 17C 1 ( 7T) — 0* 


例11如图 3. 10所示，设区域 D 为右半平面 为 D 内圆周 
=1上的任意一点，用在 D 内的任意一条曲线 C 连接原点与心 


证明： Re 



0 1 




4 • 


证* 取 C 为 oZ + AB . oA = x 


1 iABiz = e ' 汐〉 0 •则 


1 + e 


A 0 


A 工 


图 3. 10 


ri re 

— — — + — l -^ _ ^AQ 

Jol + 工 2 Jol + e 2ltf 

I C 9 y 沒 

arctanx + 1 I 

o Jo 1 十 e 

n C $ ie 10 

— 4 - — ^ _ Aff 

4 十 J 。1 + e ^ d£/ * 


因为 Re [fo rrr d 0= Re[/] = f + Re Il ； YT^ de l 


要证 


Re 


「广 ie ^ 


Ad 






o 1 H ~ e 21 ^ 


d 夕 


（乘共扼 因式〉 


cos$ + cos (? cos 2 沒 + sinfem 25 + i (— cosfcin 2 沒 + sind + sin ^ cos 2^> 


实部分子为 




(1 + cos 2 的 2 + ( sin 2^) 2 
cos ^ sin 2<? + sind + sin 泛 cos 2 夕 

— cos^sin2^ + sin^2cos^ 

2cos z 6 ( — sin 夕 + sin 沒 ）= 0. 




所以 Re 


「 r ie 0 

Jo 1 + e 2i< 


\ d8 = 0. 命埋得证. 


例 12 设<^与(： 2 为相交于两点的简单闭曲线，它们所 
围的区域分别为尽与％. 氏与尽 的公共部分为如图 3. 11所 


示•如果/(幻在氏一 S 与尽 
证明： 


B 内解析，在<^和(： 2 上也解析, 
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f(z)d 


f {z)dz 


证 C A = A + /; ， C 2 = / 2 + /[, 方向 
均为正向* /(^)在氏 一 召及 L — l，z 上解 
析 ，在艮 一 艮及/ 2 + ^上解析 • 



由柯西-古萨定理，有 

, f(z)dz =0 ， （） ， 


图 3. 11 


f(z)dz =0, 


2 


即 


、 = L - L r 


+ 


4 = k 


+ 


从而证得 


f(z)dz 


f(z)dz. 


二、 复合闭 路定理的应用 



例13 计算积分 


c z 


d ; r . C : 包含 


0与7=1的任意正向简单闭曲线，如图 


3, 12 所示. 


解 


2z 




图 3, 12 


0是+的奇点4 = 1是^ Y 的奇 


点.在2 = 0与 
闭路原理，有 


1分别作互不相交 、互不 包含的 小圆周 .由复合 


2z — 1 


2z - 1 





Q ) (z — aYdz 
c . 






0, 

2 丌 i ， 

Lo ， 


^ =7^ 一 1 ， 


n 


n 






1， ^ 在 C 内， 
1， a 在 C 夕卜. 


证 （ 1) 若 w<0, 且 n 式 _1 ，点 a 在 C 内，则在 C 内作 G 


k — ^ I 




. 由复合闭路定理，有 


(p (z — aYdz 
c 




0 (之 一 a) n dz 

c. 


* 




1 2k 


r H e i ,, e rie i$ dd 


o 


ir" +1 


r2ir 


e iu +1) M ^ = 0. 


0 


当点 a 在 C 外，则 (z — a )« 在包含 C 的单连通域内解析，故 


Cp (z — a) n dz = 0- 
c 


当 n > 0 时 ， U — a )” 在全平面解析，由柯西-古萨定理，有 


r% 


(p {z 一 a) n dz = 0. 
c 


(2) 若 n 电 一1， 且点 a 在 C 内，则在 C 内作€\为 | z — a | 


，由复合闭路原理，有 


c 


Cz 一 a^ H dz 


dz 




■ 


c, Z 


[ ZK ire i$ 

a^h ^ 


d & = 2 ro . 


(3) 若* =— : U 且点沒在(7外，则 
通域内解析.由柯西♦古萨定理，有 


a 


在包含 C 的一个单连 


c 


例 1 S 
解 


(z — aYdz : 
2: + 3 




f% 


c z 


a 


■ d 之 _ 0« 


dr , C 


z 


1- 


c z ( z 2 + 1) 

被积函数有三个奇点 P = 0, 土 i •其中0和 i 在 C 内.作 


G 和 C 2 互不相交、互不包含，分别包围0和 i . 


因为 

• - 

2 z + 3 




z(z 



1) 


Z +7+ 


o . • 
- ^ 十 1 


Z 
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所以，依柯西-古萨定理，有 


o 




2^ + 3 

c z(z z + 1) 


dz 




d 之 





0 




C 


-4 + i 


z 



:dz 



d ) 




c 


2 


z 


dz 




dz 


c, z 




f 3 \ 

o 

[ O * l 

m 1 

n k i 

J 

{ 2 j 


dz 


z 


3 • 2 丌 i + - + i 2^i 


2 


2ni, 


z 


例 16 设乃为复平面去掉原点及负实轴后的区域 . r 是乃以 
1为起点、《为终点的曲线. 证明： 




图 3. 13 


dz 


z 


lna* 


证 设 A 为从1到 M 在实轴上的线段， r 2 为以原点为囪 
心，为半径的圃周上从 Id 到〃的圆弧. 


(1) 若 kl >1，由柯西-古萨定理，有 


故 


dz 


z 




lax 


dz 

dz 
z 

卜 I 





十 




^r\e 

1 


dz 

§ 

dz 

琴■一 

z 

•rg* 

■ 

o 



j 


dz 

z 


0. 


t*l 




~dx + 


. 廛 r 


«« 


0 




a|e 


In I a I -f iarga — lna. 


(2) 若 k | <1，由柯西-古萨定理，有 
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r 


d . 




cv 




dz 

z 


dz 




()• 


故 



• dz 丨 

[^ ldr + 

Jr 2： . 

r ： z . 

r 2 z Ji x J 


f*arga 


0 


a I a j ie 
I a I e i6 


\e 


dd 


lnx 


\o 


+ \e 


arga 


In (a I + iarg ^ = Ina . 


0 





例 17 设 c 为极坐标方程 r 
2 — sin2 +定义的闭曲线^ s 


3* 14) ，证明： （）一 dU = 4 iri ， 并说明 

J c z 

为什么与 $ —dz = 2 ra 不一致 • 


~i 怎 


Q 


图 3.14 


解 C:r = 2 — sin 2 f 可化为 
C：r = 是了 = 4 jt 的周 


期函数 •(： - C , + 与（： 2 都是绕 z = 0 的闭 典线. 当 r 在 

!■••-•• ■"' * •• H. 

1, 音] 上变化时为 Q ，当 r 在[音， 2 ]上变化时为 C z •所以 


<P — dz 
c z 




c, z 


dz + O —— dz = 2^i + 2^ri = 4^i 


c . z 


而积分路线是单位圆周，所以 


*1 


z 


2 m . 


例树 计算积分 


W 




e 


c z 


- ck ， C 为圆周 =2 正向与圆周 kl 


1 组成. 


e 


z 


解法 1 (^与(： 2 围成一个圆环域，如图 3. 15( a ) 所示，一在圆 

z 

环域内及其边界上处处解析.由复合闭路定理，有 


c Z 


dz = 0. 


鲁 
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解法 2 作两条简单闭曲线 A 和厂 2 ，如图 3. 15(b) 所示，厂 1: 
^ BCDEFA ， r 2: AFGDCHA . 所以 



图 3,15 


e * 


而函数士在 A ， r 2 内和 r 19 r 2 上解析，所以 


e 


Z 


dz — 0, 


c 


例 19 利用复合闭路定理，证明 


cos ( x 2 ) d * 






sin(^: 2 )cLr 




4 


证 因为 e-/ 在图 3. 16 所示区域内解 


析，所以 


e~^dz 


0. 


OABO 


在弧 ZB 上， 2 ： = /^ 


R ). 于是有 

rR . 


yk 


( R ^ h L b 



A(R) 


图 3.16 


0 <« < - j-J ，在通上， 2： = 


(0< r < 


e~ x dx + 






e 


R 2 (cos2^+ Q + 


fM + ^dt 




^2 


0. 


而 


rx /4 


圮 —R 2 <co»2^+mn2^> Q 




m 
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fff/4 

e 

Jo 


— R Z co^2$^Q 


j? r^/z 2 

e -“n 卿 

Jo 


20 


R 「，- 乂 


< if : 


， 9/lf d<p 丨当 0 < 寻 时， sinp> 字 

\ 乙 n / 


釦 1 _ 〆 ) 


(R 


)， 


因为 e 

Jo 


2 


dr = 0,令积分式趋向 oo , 有 


1 + i 


cos(t z )dt — i sin(t 2 )dt = 0t 
2 ■_ 0 」 0 - 


即 


cos ( 尤 2 )ck 


0 


-ij: 


sin ( 尤 2 )df 


孕 a-i 


比较等式两边的虚部与实部，即得 


cos(o: 2 )dx 


sin (x 2 )dr 


j/2n 

4 • 


dz 


3+2i 


o 




例 20 计算积分积分 

路线如图 3.17 所示. 

M t = 2 + i 为被积函数的奇点，作 
A 在0内且包含点2 + i ， 故依复合闭合原 

N 

理，有 


图 3.17 


dz 

z — 2 — i 




例 21 mm iz 


dz 



0 9 C ： \z\ = 1，证明 


， 1 + 2cos 夕 
o 5 + 4cos 夕 


dd 


因为函数在 kl < l 内解析，所以 


dz 


cz 



又 C、z = 

r d 之 

O —t; 
Jc z + 




e w ，0 ^ 2^fdz 




p ie itf 


d 夕 


ieW ， 故 

一 sin 沒 + icos 沒 
cos 汐 + 2 + isin 汐 




攀 
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K 


(— sin 沒 + icos 夕 ）（cos 沒 + 2 — isin 沒 ) 




(cos0 + 2) 2 + sin 2 汐 


必(有理化) 


- 2 


sin 汐 


■w 

, ^ 1 

L — 

Jo 5 


4cos^ 


d^ + i 


1 + 2cos<9 
5 + 4cos^ 




+ 2cos 汐 
+ 4cos 汐 




与 


: dz 

c 之 + 2 




0 比较，得 


、1 + 2 cos 0 
0 5 + 4cos 汐 




例22 设函数 f(z) 在区域 Z ? 内除去有限个点 ^(I = 1,2, 
…， A 0 外处处解析，且在 A + C 上连续 ( C 是 D 的边界， D 。 是 D 去 
掉 A 后的集合） • 如果有 limO — Zi )/( z ) = 0 (/ = 1，2,… ， A 0 ，则 


x—z. 


f(z)dz = 0. 

Jc 〆 • 

证作 C 乂 i = 1，2,…， N ) 互不女，互不 年含， 且均在 C 内, 
分别包围‘侧依复合闭路原斑 ; ，有 • ； ^ 


f(z)dz 


I 

S c 

i-i J S 


f(z)dz (C i： \z — Zi \ = r # ). 


因此只需证明 ^/OzOclz = 0,命題即成立， 

由于 limO — = 0(/ = 1，2，.“，八^，因此对任给 





0, 总存 在氏〉 0,使得当0 < k — Z/ | <克，就有 | z 一 d 1/ ⑷ I 
<1即 


|/U)f < ， o < k 


I ^ 9 i — 1 ， 2, … ， AT. 


取6 使其充分小，当 0< n 〈以 i = l ，2，".， AO 时, C , 完全落 
在 o < k — a |< 表内，从而在 C 上处处有 


o * 




1 ， 2,… ， AO* 


所以 


fizHz ^ |/( 之 ）| |dU| <e, 

C i Jc. 


. \dz\ 

c. z 一 z ； 

« ■ 
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由于 e, 的任意性，因而有 


f(z)dz ^ 0 , 


即证得 j^f(z)dz = 0 - 

本例是柯西-古萨定理的一种推广，即 / oo 在 C 内有有限个 

* 

奇点 A 时，只要有 limo _ zjfiz) = 0, 则仍然有 /0)dz = 0. 

J C 

例 23( 关于含有无穷远点区域的柯西-古萨定理）设函数 

/ O ) 在 \z — z Q \> r Q 内解析，且 limz / O ) = X ，则对于任何及> 

*—►00 

r 0 , 有 


2^% fMdz ^ A9 
其中 c 为 \z — z 0 \ = R 正向 . 

证 取札并使之充分大，即 及 。> k。 I + 及，令 r 为 >1 = 

/? 0 ,则 / oo 在以 c 为内边界, r 为外边界的区域上解析，依复合闭 

■* 

路定理，有 



r* 


C) fiz^dz = 
J c 



C) f(z)dz. 

J P 


因为积分与及无关，故 


2 m 




lim 


r 


0 


2ni 


h §/ Mdz 


2 艽 i 


：Cp f(z)dz 


2 ni 


A 


z 


dz 


Zm 


zfiz} — A 


z 


dz . 


因为 limz / O ) = 故对任意£>0，有琛>0，使当及。>涿时， 


有 k /( z ) -> U < e •所以，当及。< 资时，有 


2丌 i 




Cp /(z)dz — A 


< 


2丌 


\zf(z) - A) 


\dz\ 
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2tc R 0 


2^R 



即 lim 

R r -*co Z 丌 l 


O f(z)dz = 儿命题 得证 . 

Jr 


第三节 原函数与不定积分 


主要内容 

1. 定理1 如果函数 / o ) 在单连通域5内处处解析，则积分 

^ f ( z)dz 与连接起点与终点的路线 C 无关. 

J C 

即若 /( 幻在否内解析为 B 内两点 , C \ ，(: 2 为5内连结 
z Q ， Zl 的曲线，则 

m r r z 

f ( z)dz = f ( z)dz = l f ( z ) dz . 

」 c i ^ C 2 ^ z o 

2. 定理 2 如果函数 / O ) 在单连通域 B 内处处解析，则 

F ( z ) = f / OOcU 必为 B 内的一个解析函数，且有厂 O ) ==/0). 

J z 0 

与微积分中对变上限积分求导的定理类似. 

3. 如果函数在区域 B 内的导数等于/(2)，则称外幻是 
/ Or ) 在 S 内的一个原函数. 

F ( z ) = T /0) dz 是 f ( z ) 的一个原 函数. 

/ M 的任何两个原函数相差一个 常数. 

fM 的全体原函数 FO ) + C 称为 / O ) 的不定积分，即 

f ( z)dz = F ( z ) + C . 

4 . 牛顿-莱布尼茨公式 
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如果 /( Z ) 在单连通域 B 内处处解析， F ( Z ) 是 / U ) 的一个原 

函数，则 

l f ( z)dz = F ( z ^ — F ( z 2 ) ? 

其中 z Q ，^ i 是 b 内两点. 

5. 莫瑞拉 ( Morera ) 定理 

设在复平面上的单连通域 B 内，函数 / O ) 连续. 若在 B 内任 
意一条闭曲线 C 上都有 (* /0)心= 0，则/0)是5内的解析函数. 

JC 

莫瑞拉定理的关键是，在 S 内的闭曲线是任意一条而不是某 
一条. 

由此得出 ： 若函数 f(z) 在单连通域5上连续，则 

f ( z ) 在 B 内解析 f ( z)dz = 0. 

J C 

疑难解析 

1. 复变函数积分的牛顿-莱布尼茨公式与实一元函数的牛顿 
-莱布尼茨公式有何不同？ 

答两者在形式和结果上几乎完全一致，但实一元函数积分 
对函数的要求比复变函数积分对函数的要求低得多.对实一元函 

数 /(X) 而言，只要 /(x) 在 0,6] 上连续，积分 f / Cr ) dr 就存在， 

J a 

就有牛顿-莱布尼茨公式成立，即 

/( x)dx = F (6) — F ( a ). 

J a 

而对复变函数来说, / U ) 连续，积分 f / u ) h 存在，不一定有牛顿 

JC 

-莱布尼茨公式 成立. 因为复变函数积分实际上是线积分，所以牛 
顿-莱布尼茨公式成立与沿闭曲线的复变函数积分为零联系在一 
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起，于是要求 f ( z ) 必须在单连通域6内处处解析，才有 


^fMdz - FizO - F ( z 0 ). 

J : 0 

2. 复变函数的积分法中是否有与实一元函数积分类似的分 
部积分公式？在什么条件下可以使用？ 

答 复变函数的积分中也有与实一元函数定积分类似的分 

部积分公式.即： 

若 /U) 与 g ( z ) 在单连通域 B 内处处解析，心与力为 B 内两 
个定点，则因为 Lfiz ) g { z)y = f ( z ) gCz ) + /CO〆(z ) ,所以 

是尸 Mg ( z ) + 的原 函数. 而尸 Or)（z) 仍 

为解析函数(见下节).所以由 

l \_f Mgiz) + fMg' («)]d« = /(«)^r(«) 1 , 

J *0 *0 

得 1 f (, z ) g [ iz)Az = fMgiz ) 1 — l f (z)^(2)dz. 

^ *0 *0 J *0 

上式即复积分的分部积分 公式. 


， l+i . 

例如 :计算 ze z dz ^ 

J 1 


因为 z 和 e* (视作 f 的原函数）在包含1和1 + i 的爭连通域 

B 内连续，所以可使用分部积分公式.于是 

. . •- 

’ ri+i 1 十 i fl 十 i 1 + i 1 

ze z dz = ze* — | e z dz = {z 一 l)e^ 

Ji l Ji : ] : ■ li ■ 

p 

=ie 1+i = ie(cosl + isinl). 「 


方法、技巧与典型例題分析 

A 

> 

用牛顿-莱布尼茨公式计算积分，首先要解决的是，积分上、 
下限的两点痦否可以苞含在一个单连通域内，且被积函_ /Or) 是 

否在该单连通域内解析.其次，要易于求出 f ( z ) 的原函数 F(z), 

p , , ' T . 

这可以利用微积分中的知识， V 
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例 1 证明 


Arctanz 


d ? 


h/ 


1 + ^ 


证 取 D 为全平面除去虚轴上两条射线 (i,ioo) 和（一 ioo ， i) 


后的区域.取函数 


Arctanz 


2i 1 — 


* m 


当; 5： = 0 时，有 


而 




(arctanz) / 




1 


z 


2 


(arctaaz === 0)* 


1 


1 + 


2 


且 


dz 


1 



0. 


所以在 D 内 ， arctan 之 

若取 D 为除去点 


； dz m 


1 + 么 

士 i 后的全 平面，则因为 


Arctanz = arctan^ + 2kn f 是为整数 , 


当积分线路绕一 i 一周时，有 




dz 




2l J (r-^i I 


Z 



Tld* == -*v 買 , 


当积分线餚缣 i 一周时>有 


dz 


l*+i| 


1 



z 


2iJ 


(• 





t I dz 


n. 


当癱若干周时，就有一般形式 






0 


i + r 


arctanz — k x n + k 2 ^ = Arctam 


供 1 计算下对积分 


( 1 ) 


⑶ 




J 


zcosz 2 dz ； 

(2 + \z) 2 dzi 


( 2 ) 


(4) 



tan ^ 



cosz 
s lti(z + 1) 

<TTTT" 


dz ； 


dz. 


解 （ 1 ) 因为 ZCOSJ£ 2 c}5 ： 


~YCOsz 2 dz 2 — +dsinz 2 , 故由 zco^z 


* 


142 






在复平面上处处解析，得 


m 

zcosz 2 dz 


0 




dsinz 


sinz 


0 


XI 


0 




+sin< — X 2 ) 


sinO 2 ). 


<2 ) 因为 1 + ta ^ Z dz = (1 + tan 之） dtans: = tanz + —tan 2 z. 


cosz 


而 


1 + tana ： 
cosz 2 

n 


在圆周 H 内处处解析，连接 1与1 的线段在圆周 


1〈 7内，所以 




1 



tan 


cos 2 z 


■d 


z 




(1 + tanj 2 ： )dtan^ = tanz + —tan 2 z 


tani + 4-tan 2 i — tanl - ^-tan 2 l 


• shl 
1 chi 


1 sh 2 l 

2 chn 


tanl - J-tan 2 l 


• 1 2 - , 1 sh 2 l 

tanl + i tan 1 ^ t a?i 

(3) 因为 (2 + k ) 2 在全平面解析，所以 


I -h ithl. 




ri 


(2 -\~iz) 2 dz 




(4 -\~4xz — z 2 )dz 


+2 ijc 2 


z 


3 





4 i 一 2 i + 


4 +2 i —石 


11 


+ 


* 


(4) 因为 


ln(l +幻 


1 



z 


cLs = ln(l + z)d[ln(l + z)] 


d 


ln 2 (l + z) 


而 hi^f 4 在区域 — K < arg(z 

1 十 z 



1) <兀内解析，故 




ln<l + z) 


1 



z 


dz = —ln 2 (l 



[ln 2 <l + i) — In 2 2] 


# 
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ln/T 


2 



ln 2 2 


77 + 3ln 2 2 + — n \ n 2 * 

o \ 4 / o 


例 3 计算积分 

摆线 ix = aXd — sin^) , v = 


+ l } dz 的值， C 是由 0 到2兀“的 


sin 汐 ）， y — a(l — cos 汐 ）. 


解若用复积分计算，将比较麻烦.但由于被积函数 /CO = 

+8^ 4- 1 在复平_土处处解析 ，从而 积分与路径无关，可应用 
牛顿-莱布尼茨公式计算. 


(2z 2 + 8= + l)dz 


p 2 xa 

(2 之 2 

Jo 


( 2 z 2 -h 8 z + l)d 之 



4z : 




2na 


例 4 计算下列 积分: 


—i^a 3 



I6^a z + 2 兀 a. 


「3扣 p) ^ 

(1) e^； (2) : ch3^； (3) sinSdi 

J — 111 J »/6 J -ni 

解 （1)P 在复平 面上处 处解析，故 

"3*i 1 3« 1 *1 

e 2 ^ = ^ e u =去 e 6ld — 备 e _w = 0 . 

J C -*i L 2 

(2) ch3z 在全平面:处处解析， chSzdz: = jsh 35 ：， 所 I 


sh3s：， 所以 


_o 


«i/6 


ch32：dj2： 


sh3z 


0 


»/6 


shO — sh 


sh 


(3) 因为 sin 2 zdz 


(1 — cos2^)dz 


sin 私，而 


sink 在复平面上处处解析，故 

1 1 

^sin?^c}» ^ z — —sinZz 



sin(23ri) 


— —sh2w i. 

z 
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例 S 用分部积分法计算下列积分 


_l+i 

(1) ze 2z dz ； 


(2) zsinzdz ； 


(3) ( 2 ： — l)e 一 : djsr . 


0 


0 


解 （1) 因为在复平面上处处解析，而 


ze 2z dz 


+de 2 : 


所以 


l + i 


ze Zz dz 


l+i 


ri+i 

e Zz dz 

J 1 


十 i c 2(l + i)_L e 2_L e 2: 


l+i 



2 ( 1+0 


( 2 ) 


14^2； 4 

因为 ^ sinz 在复平面上处处解析，而 

zsinsrcLz ： zd ( 一 cosz), 


e' 


所以 


l 1 ri 

zsinzdz = 一 zcosz 一 cosjzrdbz: 
0 0 Jo 


( 一 zcos^ 


I 

一 sinz) 

0 




sinl — cosl. 


(3) 因为 U — l ) e ^ 在复平面上处处解析，而 

(z — l)e~ r dz = (1 — z)de_% 


所以 


(z — l)e - (d?: 


(1 一 + e~ x dz 

0 Jo 


(1 


l)e-: 


sinl — icosl 


第四节柯西积分公式与髙阶导数公式 


主要内容 

■ \ 

m. . 

■ ■ 1 

1 . 柯西积分公式 

如果/0：)在区域 D 内处处解析， (:为 D 内任何一条正向简单 
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闭曲线，它的内部完全含于 D #。 为 C 内的任一点，则 


/( 之 0) 


2tti 


0 


f ( z ) 


c Z 






0 


如果把条件改变为 f ( z ) 在简单闭曲线 C 所围成的区域 D 及 
C 上都解析，公式将仍然成立. 

如果 C 是圆周^ = ^0 +处'则 


f ( z 0 ) = 



2兀 


^ 2 k 

f ( z 0 H ~ Re l $ ^) d 0^ 

J 0 


即 ，一 个解析函数在圆心处的值等于它在圆周上的平均值. 
2-高阶导数公式 


解析函数 f ( z ) 的导数仍为解析函数，它的”阶导数为 


f M (z 0 ) = 


f ( z ) 

2tci Jc (z — z o y^ 1 


dz 9 



其中 C 为函数 /( O 在其解析区域 D 内围绕々的任何一条正向简 
单闭曲线，而且它的内部完全含于 D . 

高阶导数公式的作用，主要不是通过积分来求导，而是通过求 
导数来求积分，即 


fiz) 




€ iz — z 0 y^ 1 


dz 


n 


/ ⑻(之0). 


番 


3. 柯西不等式 


设函数 / Or ) 在以％为圆心 、尺 为半径的圆内解析，在(：上连 
续，则 


|严〉(*。)|<差幻， 

其中 M 是 j / OO 丨在 C 上的最大值. 

当《 = 0时，有 |/0 e 。） | < Af . 

4 . 刘维尔 ( Liouville ) 定理 

设函数 / O ) 在全平面上解析，且有 1/0)1 <从,则/0)为 
常数. ， 

5. 代数基本定理 
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设 PO ) = a 0 + ap + …+ a „ z\n > 1， a „ # 0,则 P ( z ) 在复 
平面上至少有一个根. 

疑难解析 

1. 柯西积分公式的意义是什么？柯西积分公式的条件是否可 
以放宽？ 

答在偏微分方程中，常常遇到求解方程的边值问题，例如 
已知函数在某一区域边界上的值，并知其在此区域内满足 
拉普拉斯方程，则在一定条件下边值问题有惟一解.显然 
为一调和函数（见下节），可以由调和函数在区域边界上的值来确 
定其在区域内部的值.调和函数是解析函数的实部，因此自然会有 
问题:解析函数在区域边界上的值是否可以确定其在区域的值呢? 
柯西积分公式圆满地回答了这 f 问题，它表示函数/(幻 在边界上 
的值完全决定了它在区域 D 内任一点上的值. 

柯西积分公式的条件可以适当放宽，放宽盾有以下三种 形式： 

(1) 若 /0 O 在简单闭曲线 C 所围成的区域内及 C 上解析，脚 

/O 0 ) = 

(2) 若 C 。 的内部为复连通域, Q , C 2 ，…, 为全部内边界曲 
线，当 /&) 在 c = c 。 + cr +…+ ct 所围区域和 c 上齋 汫时, 

/ Uo ) = ^ f -^-dz 

2m Jc z — z 0 

= 2^rif 

2 兀 i J c 0 z — Jc { z — z 0 

(3) 设 D 为复平面上包含无穷远点的区域 . C 为 D 内一条简 

单闭曲线，函数 / M 在 C 外及 C 上解析(除无穷远点），且 lim / U ) 

*-•■00 

=乂 # oo ，则 
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2. 解析函数的高阶导数公式说明解析函数的导数与实一元 
函数的导数有何不同？ 

答解析函数的高阶导数给我们一个利用导数来求积分的 
公式，使求沿闭曲线的积分更加简捷.而尤为重要的是，高阶导数 
公式告诉我们•.只要函数/(幻在 D 内处处可导（解析），则它的各 
阶导数在区域 D 内存在（即 f in ) M 仍解析).也就是说，只要 /0 O 
在内有一阶导数，必有任意阶导数 • 而对实一元函数来讲，若 
/ Cr ) 在 ( a ,6) 内可导，则 /' Cr ) 不一定可导，甚至不连续.例如, 


/(工） — 在（一1，2)内可导，尸 O ) = — b 二，但 / f Or ) 在 x = 

2 /T 

0不连续，所以 / Cr ) 在（一 1,2) 内不可导.这就说明解析函数的 

导数与实一元函数的导数存在根本上不同. 

■- _ 


方法、技巧与典型例题分析 


一 、柯西积分公式及其应用 

到典为止，我们已经掌握; r 关于复积分计.算的基本定理与公 
式, 貝典,计算舄积分不再是应用某一定理或某一公式，而往往是 
同时应用几个定理或几个公式，这就要求我们加强对综合问题的 


分析、研究和求解能力的培养. 

当被积函数为有理函数或被积函数可化为分母为多项式的函 
数时，如果在封闭曲线内含有分母的一个零点而分子在 c 内处 

处解析<即对£发00刼,发 u ) = 或 ^^ u 。 在 c 

内，而 / u ) 在 c 内处处解析），则可直接应用柯西积分公式或髙阶 
导数公式来计算 积分. 而在有理函数情形，若 c 内含有分母一个以 
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上的零点而分子解析，则要先将被积函数化为部分分式，然后依据 
具体问题使用恰当的方法去求积. 

例1 计算下列 积分： 




s \ n 2 z 


dz ； 



解 （1) 取 f ( z ) = sln 2 z f z 0 = 0,依柯西积分公式，有 




( 2 ) 


由分解部分分式，有1 

tv ** 


卜 七 3之 一 1 

[ ，有之 2 — 2^ — 3 

3之一1 . 


由七士，顏 


2兀 i 


2 之一 3 


dz 


2?riJ ut=s 之 + 1*^ 〜+ 2 ?tiJ 1:1=5 之一 3 一 * 

右边第一个积分取 /0 O = l ，& = — 1;第二个积分取 /CO = 2，％ 


dz 




3.于是，依柯西积分公式，有 


2^1 


3^-1 

z z 一 2z 一 


d 之 =1 + 2 




在后面的例题中，一般不再列出 / CO 和 q 的值，请读者自己 
注意观察. 

例2 计算函数沿正向圆 

z ——丄 

周=1的积分值.设圆周 C 
的圆心分别在： （ l ) z 。 = l ;(2) z 。 = 

? ( 3 ) ~ 1 ? (4)2。=— i (见图 

3.18). 

解 为了求积分的值，将柯西积 图 3. 18 

分公式变形为 

r f ( z ) 

- dz = 2m/(z 0 ). ' 

Jc z — z 0 
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(1) ^0 = 1 ，尽 (之) 

( Z 2 + 1 A 

- - = 

Jc 2： — 1 


• --- 


Z — 1 J 2 ： + 1 


，则 




dz 

z — 1 


2 丌 i 


之 2 + 

z -f* 


r 

1 - z=\ 


2n\ 


m 


2 丌 1 


(2) 因为^^在匕上没有不解析点， C 2 可以由 C \ 平移(看 

z ——丄 


作连续变形）而得，所以 

• ^ + 1 
JC Z 2 — I 


dz 



z 2 — 1 


dz — 2^i. 


(3) — — 1 ygM 



c z z - 1 


dz 


之 2 + 1 


S z 


dz 

z + 1 


，则 


2 ^u 



r 

i i 


2 丌 i 


— 2 ^u 


(4) ^^在匕内处处解析，由柯西-古萨定理，有 

z — I 



c Z 4 


(£ ^ 0. 
1 — 1 


例3计算下列 积分: 


( 1 ) 


c z 



dz,C t \z\ 


f \z\ — 2 f z 


|« + 1 I = Ti 


( 2 ) 


解 


; 2 之 + 3 

c z{z z + 1) 


dz f C 


( i )$ 額个奇点 q 


0 9 z 2 =— 1 . 


当^为 M 


时， c \ 内有奇点 & = 0,故 


c. z 


dz 


dz 




z + I 


2z n 

Fl ] 


2ffi ； 


0 
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当 <^ 2 为 = 2 时，由复合闭路定理，有 




cb 


e 


2 左 




d ^： 




z 


O 


e 


2- 


C , 之 



dz + O 




e 


2^ 







dz 


z 




2 丌 i — 2 ^ ie ~ 2 = 2 m(l — e 一 2 ); 


当 C 3 为 


z 


2 


4 


时，函数在 C 3 内解析，故 


r* 


O 


e 


2z 




z 


dz = 0 ； 


当。为 k + l | 


时， C 4 内有奇点 z = — 1，故 




(b 


e 


2z 


C, Z 



dz 


z 


r» 




e 


2z 


dz 


k/ 


C, Z z 


1 


2 Jti 


e 


Zz 


Z 


— 2e~ z nu 


«=—i 


⑵ 一 (z2 


z 


有三个奇点 ， a 


曹 


0,z z 


2z + 3 
z(z 2 + 1) 


3 + i — 3/2 
z z 



1，之 3 


i + 3/2 


z 


i •而 


所以 


2« + 3 

c z(z 2 + 1) 


dz 




3 


c z 


dz 



c z 






3/2 


c z 


dz 


2 兀 i • 3 + 0 — 2 丌 i 


i + 4 = 2 m 


音—小 


K 


sin —% 

例 4 计算 < … _ 2 — 4 ~ r &， C 分别为 


c z 




1 


(1) \z-l\ 


(2) \z-\-l\ 


(3) \z\ = 2 


K 

sin —z 

解 被积函数一有两个奇点 z = 士 1 


— 1 


(1 ) 在 k — 1 1 = y 内有奇点 z = 1，故 




. n 
sin —z 
4 


, K 

sin —z 


c z 


2 


1 


dz 


dz 









1 


z 


1 


♦ 
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4 



(2) 在 k 十 1丨 = I 内有奇点 ^ = — 1，故 




(3) 由复合闭路定理，有 





解 由柯西积分公式，有 
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/( i ) = 2 nle ^ /3 = k (— 十 i )， 

/( — i ) = 2 兀 ie _m/3 = 兀（ v^T 十 i ) ， 

当 kl > 2 时， / Or ) = 0. 

例 7 下列推导是否错误？如有错，错在何处? 


6 


z =3/2 


d^r 

z(z — 1 ) 




= 2?ti, 


解错误.因为 z = 0是被积函数奇点，所以第二个等号不成 


立，应为 


r> 

O 


dz 




kl =3/2 


z(z 一 1) 


Cj ) 


4^ 


\z\ =3/2 \ ^ 




1 


z 


dz 




O — 

J |:| = 3/2 怎 

2 艽 i — 2 丌 i = 0- 


- 一 ® 


dz 

dz 

tr|=3/2 Z 


例 8 计算下列积分 


( 1)0 


dz 




c 


4 )cosz 


， C : x 2 + y = 4 x ； 


(2) O 


j 


r» 


dz 




c z(z 2 — 1) 
sinz 


f Ct\z\ =3; 


⑶中一 > ， C : - 2 i | =2. 


解 


c r 卞 9 

( l ) 化 i 2 +y = 4 工为 Or — 2) 2 + y = 4,即 \z — 2\ 


2. C 内有奇点和 2, 作以 f 和 2 为心的位于 C 内的互不相交且互 
不包含的小圆周 Q 和 C 2 . 依复合闭合定理与柯西积公式，有 




4/ 


cb 


c x (z 2 — 4)COSJ2 ： 
1 dz 




r% 


dz 


2 


(z 2 一 4)cOSJ2 ： 




4 cosz 





c , (之 + 2 )cosz z — 2 

m 


2 m 


之 2 — 4 」 


+ 2 丌 i 


x/2 


(z + Z)cosz 


z=2 


2ni 



16 4cos2 
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(2) 将函数分解为部分分式再应用柯西积分公式，因为被积 


函数有奇点0, _ 1，1 在 C 内，故 


O 


e 




cz dz + Y 


( t ) 


r* 


e 




c z — 1 


dz + 


d ) 


e 


z 


C 


之 + 1 


dz 




— 2^i[e c ] z=0 + -^27ri[e^l =1 + -^-2m[e ^] z； 




7ri(e + e _1 — 2). 


(3) 函数有两个奇点 z =± 31,仅：= 3 i 在 C 内，所以 


(b 




c 


sin^: 
z z + 9 


dz 


O 




sinz 


dz 


c ^ H~ 3 i z — 3 i 


2 兀 i = ~ sin 3 i 


2 丌 i 


sing ： 

z + 3i 」 


«=3i 


Ttl 


sh 3. 


例 9 设函数 / U ) 在区域 D 解析，在万上连续，边界 C 由逐 
段光滑曲线 组成. 若 /( 幻在 C ■上恒为常数，证明 ./ U ) 在 D 上也恒 
为常数. 


证设/)，由柯西积分公式，有 


/⑷ 


2ni 




no 

c K 一 ^ 




2wi 


V 


M 


c f 一 z 


M 


而乃 =D + C ， 所以命题成立 • 

例 10( 含无穷远点的柯西积分公式）设函数 / U ) 在简单闭 
曲线 C 的外部区域 1)( 含 oo 点的区域）解析，在/> + C 上连续，且 
有 Um /< a ；) = 凡证明： 


1 


2ni J 


c 


/(D 

K — ^ 


dr 


/C?) +A, zeD f 




zee 内部 


其中 c 取正向 • 

证在 p 内任取一点 q 并取充分大的及，作圆=:及， 
将 C 与2包含在内.则 / U ) 在以 C 和 C R 为边界的区域内解析，依 
柯西积分公式，有 

/o) = 


2 丌 i 


r% 


/(f) 


以―#-宁 c r 


f% 


no 


—之 ■ 
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因为 ft ㈣ >尺 上解析，且 


b _ z 


lim/(0 t 

卜 CO 丄 


7 r 


lim /(0 

^—►oo 




a 9 


所以，当 Z 在 c 外部时，有 


f (z) = A — 


27Ci Jc^-z 


北, 


即 


丄 ffi ，① 

2 丌 i ^ c ^ _ z 


d ( = — /(之）+ 儿 


设之在 C 内，则 / O ) = 0,即 




所以 


丄 

2 ^i 


f(0 


d ( =儿 


例11 计算 


dz 


2 ^ti Jciz — 2) (z — 4) …（之一 98) (z — 100) ’ 


Cz\z\ = 99, 


/ 49 

解设 / O ) = — 2 々)_，则 /( z ) 在域 IH > 99上 

f |_ « 


除之 


外解析，且 Iim /( Z ) = O . 由例10,有 




故 


/( 100 ) = /(oo) — I =— /, 

/ 49 

/( loo ) =— i /[ ri (i00 — 2k \ 


98!!* 


例12计算下列 积分： 

(1) (〉 c 怎 3 + 1 ,C ： |z | — 10 J 

解可以利用复合闭路定理或柯西积分公式计箅积分，但利 
用例10的结果将使计算过程更为简捷. 

(1) 将^化为^ 2 • 则^^在 c 外解 
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攀 


析，于是 




Q 


dz 


c 


之 3 + 1 


ri 


O 


z 


100 


dz 


_ 


c Z 



1 




100 




2 丌 i 


* z 


100 


〆 + 1 

0 十 0 = 0. 



2 开 i lim 


z 


100 


之 =100 


z- 


Z 


3 



1 


(2) 将 


3 ^r — 


z(z — 1) 
(3z — l)(z — 20) 


化为 


(3^ - 1 )( 之一 20) 

z{z — 1 ) 


參 


Cz - 20) 


，则函数 


z(z — 1) 
3^ — 

c z(z 


在 C 外解析，于是 


0 




1) 


dz 


0) 


: (3 之 一 1)0 — 20) dz 




c z(z — 1) 
. (3^ — 1)0 




— 2 丌 1 


z 

20 ) 


20 


20 



2 兀 i lim 


Z' 


z(z 一 1) 


( 3 ^ - 1)0 - 20 ) 
ziz — 1) 


= 0 + 6^i = 6^ri. 

注意题 (1) 中的 2。= 100 与题 (2) 中的％ = 2 都是随意选 
取的，只要 A 在 C 外即可 . 

例 13 证 明 : 若 /(z ) 在半带形工 > 工。， 0<7 < A 连续，且有 

lim/ ( 工 + ijO = A (0 < ：y < A) ， 则 


JT- 


lim 


x- 


B 


f(z)dz = \Ah. 


X 


其中扎是平行 J 轴的直线段 0 < y < A. 

因为对任给的 e > 0, 存在数 gr. 当 x。> f 时，恒有 


1/Oc + bO - <e ， O^y^h, 


所以 



m 

f(z)dz - iAh 



* 

(/(z) - z)|d| 


B 


4 

B 








a 


|/(x + i^) — Ajdy < he 


于是 


lim 


x- 


V 


B 


f(z)dz = iAh. 


x 
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例 14 证明： 

(1) 若函数 /U) 在 z = 0 的邻域内连续，则 


lim f (re^)d^ = 2^/(0); 

r 一 o J o 


(2) 若 fM 在 2 = a 的邻域内连续，则 


lim 

厂一 0 J \z — a I 


/( 


dz = 2^1 f (a) t 


证 （ 1) 由连续性知，对任给的 e>0, 存在 3U)>0, 使当 0 
< r < $ 时，恒有 | fire 9 _ /(0) | < 0,0 < 0 < 2兀•故 


0 


[/(re^ - /(0 )]必 < |/(re^) - /(0) |d(9< 2 兀£， 


0 


即 


lbaf"[/(^-/(0)]d^=0. 


*2* 

故命题 Um f(re i$ )dd = 2^/(0 ) 成立 

r~*0J 0 


(2) 类似于题 (1) ，对任给的 e>0, 存在 $> 0, 使当 0<r< 


3 时，有 


\f(a + re' $ ) — f(a ) 丨 < e, 0 < 0 < 2 穴， 


故 


^- dz - 


\z 一 a 


2m/(a) 


12 m I 


fiz) - /(a) 


* 

< 

J 


<i I 


2 兀 i 


dz 


2K |/(a + re itf — f(a) \ 


re 


I re ,tf j d6 ^ 2 兀 e ， 


即 


lim 


fM 


r 厂 <i| 


dz = 2 丌 


2d0 


例 IS 计算积分 
解因为 ki = 

_ 2ie {e dd 


I . i^i 

J U| = 2 \z — l\ 2 

2 ，之 = 2e itf 2 兀 ， cU 

_沱@，所以„ 

z 


2ie ⑽， |dz| 


z\=2 


— i2_dz 

1)(2 — 1) ^ 




dz 

5c + 4 
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* f" p 

^ C ) 
> L J 


dz 

UI=2 Z —4 


dz 

^ — 1 


i * (0 — 2 丌 i) 




例 16 证 明：若 / OO 在 H <1 上解析，积分为正方向，则 


7(0 


2 丌 i 


dr 


/(0)， 


W 


1 之 1 < 1 ， 
，[^! > 1. 


证 当 旧=1 时， （= 一,0<沒<2穴.？ = 6-'扣=?必, 


d^ = - ie^d0. dt = ie e dd 


2 丌 i 


7(0 

^ V z 


^狀=二^•又 d 


l ? l 2 = 1， 


a ? 


2 ^i 


2 丌 i 


于是 丄石 ZSIdf-icg 7(D(g?l 

十是 2 m ^- z d ^~ 2 m y ifl=a ^- z\^j 

=^1 7( f ) dg 

2 丌 i - if I=i 『 （1 一 

^XI ~ IZ ^?— 

2 兀 i Jifi-i f(l — z O' 

依柯西积分公式，当 Id < 1 时，有 

丄 | /(⑽ = I £ no dr 

2 七 Jifi-i f(l 一 z f ) 2 m J ifi«i i — ^ ^ ( 一 0 

_ no 一 

= : - = /( o )， 

1 — z f f-o 


/(0)， 


故 


J in-i C — z 


2m Jiti-i £ 一 

当 ih > i 时，有 

j^x /(oar 

2 兀 i J ifi-i — z f) 


(\z\ <1). 


2 ^i 


if i*=i 


r — i/z 


/(Ddr 




yco ) — / 


故 


ltH1 否卜 /( O ) - /( 士 


^ 2 m Jm -1 

至此，命题得证. 

二、离阶导数公式及其应用 


(kl > 1). 


例 17 计算积分 
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C 0 S 5 ： 


C Z 


为以下 曲线: 


( l ) kl 


4 ， 


( 2 ) ^ 


4 ， 


(3) I 之 t 




解 fM 


cosz 




m J 〜 z(z - tt/2) 3X> 

(1) 在 c 内只有一个奇点 A 


只有两个奇点 A = 0,z z 


，所以 




0, 故由柯西积分公式，有 


' cosz dz 
^ (z — tt/2) 3 


2 丌 i 


2 丌 i 


— 8 


COS2 ： 


(z — n/2) 
16* 


z=0 


( — 兀 /2) 


(2) f(z ) 在 内 只有一个奇点 A 


，依高阶导数公式，有 


COSZ 


d ^： 


c 2 : (z — tt/2) 


2兀1 


. 1 f / cosz 


n/2 


■4 

rm 


zsmz 


cosz 


r— jt/2 


z 2 cosz + 2^sinz + 2cosz 


_ 


n/2 


8 . 


(3) 


— ( k /2) 3 _ n l - 

由复合闭路定理与题 （ 1) 、 题 （ 2) 结果，有 




cosz 
Jc t {z 一 n/ 


sz _ dz 

n/2) 3 z 


cosz 


dz 


(Z — 7T/2) 3 


16. , 8. 
十 —i 


16\. 


d 之 


例 18 计算积分 L 可 +n 2) ， c 々 i 




r，r 关 1 ， 2. 


解 （ 1) 当 0 < r < 1 时，从被积函数分解出 f(z) 


(怎 + 1 )( 之 + 2〉 


，则 /M 在 0 < r < 1 时 解析. 于是 




； / (2) S 


2m r 1 

2TL(^+ 1)U + 2) 


z=^ 0 


• 「 ( 6z 2 — jg + 1) 
L (z 2 — z — 2) 3 


-Ki. 


(2) 当 1<”<2 时， C 内有两个奇点，依复合闭路定理(见图 
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3.19(a ))， 有 


. __ 

c t z % {z +1)(2 ： — 2) 



: _ dz _ 

c rt : 3 0 + 1)0 — 2) ， 


再依高阶导数公式，有 


dz 


c t (之十 1)( 之一 2) z 


dz 


z l {z — 2) ^ 



= 27n l _0 + 1)0 - 2 ) 丄 = 0 

3 •丄 2 ‘ 1 * 

= + m = 一 



2 丌 i 3 


z z {z — 2) 


z^-l 



(b) 


图 3,19 


(3) 当 r>2 时， C 内有三个奇点 0, _ 1 ， 2 ,依复合闭路定理 


( 见图 3.19. (b ))， 有 


1 

O 

0j 


1 dz 

(z + l)(z — 2) 

1 dz 

?(^ TT ) ^ - 2 


_1_ dz 

z z {z — 2) 2： + 1 


2 丌 i 


U + 1)U 一 2) 


+ 2 兀 i 


z 2 (^z — 2) 


—i 


2tt1 


之 3 ( 之 + 1) 


= — -jm + yTri + ~ni = 0. 

例 19 计算下列积分 的值 . C 为由 
矩形边界正向（见图 3.20X 


± 2 和 :V = ± 2 所围 


160 



a) (b 


f% 


e z dz 


c (z + m/2) 2 


( 2 ) 


(3) Q ) 


^ COSZ ! 

tanz / 2 dz 




(4) O 


o 


c ( z - x 0 y 

sh 2 zdz 
I • 


， I 工 ol <2; 






: 

i 


-2 

0 

—2 


2 . 



—^ - ^ — 


解 


c z 

(1) C 内有奇点 z =— 故 


图 3. 20 


_ * dz 

① / ( z ~+^ i / Z ) 


2 兀 i [ e z X 


« i /2 


2 丌 ie— m /2 = 2 丌 i( — i) = 2 丌 . 


(2) C 内有奇点 z = 0,故 


①陳与 

c z 


2 

—7ri(cos2：)^ 0 = 7ri(— cosO) 


7C1. 


(3) C 内有奇点 2 = T 。， 故 


^ z dz 

V an Y (^T) 


2 m 


tan 






0 


2 丌 i —sec 


2 


z 


msec 


x 


0 


z = x f 


(4) C 内有奇点 z = 0,故 


( D cS h 2 z • 




[sh2^]r= 


0 


TrichO = 


例 20 计箅 4) 3 




COS7T^ 


dz,C 为 M = 4. 


^ c z 3 (z — 1)' 

解 / OO 奇点为0，1，作(^和。互不相交，互不包含，分别包 
围奇点2 = 0和2 = 1，且全在 c 内，则依复合闭路定理，有 


0 


COS7T^ 


tAz 


C t 


o 




z 3 (z 一 1) 
COSKZ dz 


Q 


cos 丌 : 


c, (z — 1) z 


O 


C 2 z 3 (z — 1) 

cosz 

e rt 二 3 


: d 




Or — 1 )。 


2 丌 i 


ncosz 

(7—1) 


〃 


27 ti 


0 


cosnz 
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Ttl 


丌 2 cos 兀 z , insmnz 




6coskz 


+ 2^ri • 


2=^ G 


(: _ 1)2 ■(之 一 l) 3 , u - l) 4 

=(6 — ff)7ri + 6 丌 1 = (12 — 丌)丌汉 

例 21 证 明：若 / U ) 在单位圆 kl <1内解析，且 1/0)1 < 


1 — \z\ 


，则 


|/ (n )(0)| <e(n + 1)1 


，2，… • 


证 


取 C 为> 1 = n : 1 ，所以 f 在 c 上及 c 内解析，由 


高阶导数公式 


/ ⑷⑻ 


n\ 

2 兀！ 




Q 


/ O ) 


C 之 


'1+1 


dz ， 


所以 


|/°°(0)| < 


n 


2 n 


( t ) 


f(z) 


c z 


J1 +1 


dz 


< 


n 


1 - 



2 兀 


n 


« + 1 


«+1 


2 丌 


n 


n - f - 1 


(n + 1)! 


1 + 




n 


< e(/? + 1) !• 


也可由柯西不等式(见下例）直接得出. 

例 22( 柯西不等式）设函数 /0) 在圆 \ z ~ z o \ <尺上解析， 

且1/00丨 < M ，则 


Mn 


|尸(:0)1 


n 


1，2, 


* ■ « 


由高阶导数公式，取^ = ^>，对任 意的& <尺，有 


(«> 


Oo ) 


所以 


Xn') 


Z 


o\< } k 


2^ R n , 


n\ 

* 

no 

2m, 

1卜: 0 丨 

(r — z <>y^~ 


Mn ! 

=—- — , n — 

R[ 


w ， 


1，2,…. 


取极限 A — 尺，即证得命题 • 

例23设 /( 幻在 kl <只（尺 >1) 解析，且/(0) 


1，计算 
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肇 


积分 


忐 i [ 2 士 卜 + 士)] /( 2 )专， C:kl = 1 - 


并利用积分证明 


cos 2 — 

i I \ 


2 + 尸 （ o ); 


(1) -[ 2 V ( e ^) cos 2 ( 4) d ^= 2 + /(0)； 

^ J o Z / 

(2) —f /(e itf )sin 2 (冬 j = 2 —/'(0); 

Jo L 

(3) 若有 Re[/U)]>0, 则 |Re[/ / 0r)]| < 2. 

证 由柯西积分公式，有 


d 汐= 2 — 尸（0); 


2 ^i 


± 卜 + +j]/o ) 誓 


士本 2/ Or ) 宇士士 (f ( z 2 + 1)/0) 与 

2^1 J |z I = 1 之 2^1 J |r I»1 之 

2^2 • 2 兀 i [/0)] ㈣ 土 |^[ U 2 + l )/ O )] U 0 

2/(0) 士 尸（0) =2士尸（0). 


又由复积分可得 


2 兀 i 


2 土卜 


&J^[2 士 （ e w + e-^fde^Odd 

去 [J^a 士 cos^)/(e i, )d(9'. 


而 


故 


1 + cosQ = 2cos z 


| r /( e-)cos 

^ JO 

2 r /( e -) sin ^ 

^ Jo 


1 — cos^ = 2sin 2 


必= 2 + 尸（0), 


d0= 2-f(0). 


若 Re[/(^)] > 0, 取上面两式（即题 （1)、 题 (2)) 的实部可知 
2 十 Re [尸 （0)] = 立 ReW)]cos 2 冬 d 沒 >0, 

^ J 0 6 
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2- Re [/(0)] 


广 2 冗 


7 T 


Re [/( e ^)] sia : 


0 


dd ^ O . 


所以 一 即 ( Re [/ / (0)]<2. 

例 24 如果 《 U ， jO 是区域 D 内的调和函数， C 为 D 内以％ 


为中心的任何一个正向圆周 ：\z ~ z 0 \ 
证明： 


，它的内部完全含于！>， 


(1) aO ， jy) 在 wO Q ，： y 。） 的值等于 w(jc ，： y) 在圆周 C 上的平均 


值，即 


^(^ o ^ o ) 


2 丌 J 




2n 


0 


u(x 0 + rcos 炉， : y 0 + rsin<p)d<Pi 


(2) uix,y) 在 (: r 。，，。） 的值等于 wO ，： y ) 在圆域 \z — z 0 \ < r 0 


上的平均值 ， BP 

u(jo 0 ,y 0 ) 




Ttr 含 


fT : 

J 0 J 0 


( 工 0 + rcosp, ： y 0 + rsin<p)d<p t 


证 （1) 令 z = z 。+ 依柯西积分公式，有 


f(z 0 ) 


1 




2 mJ 


_ 加 /Oo + re ie ) 


o 


re 


id 


re i9 idd = 去 J 。 f{z 0 4 - re w )d^, 


即 


w ( jTo ^ o ) 十如（工 OJO ) 




2 丌, 


0 


[m(x 0 + rcos^,j/ 0 + rsin 汐） 



ii/(x。+ rcos 夕， ; y 。 十 rsin 夕 ）] 


对照等式两边的虚部与实部 ，有 






2^1 «( 工 0 + rcos^,jy 0 + rsiwp)d^ 


(2) 因 为在圆 域上， 0 < f < 2 兀， 0 < r < r 0 ，故由 d<p= Zk, 




r* 


o 




rdr 


可由题 (1) 的结果，得 


u(x 0 ^y 0 ) 



w (: r 0 + rcos^，^/。+ rsin<p)d(p 



rdr 




2 丌, 


^Zft 


0 


u(x 0 + rcosp，jyo + rsin^d^o 


* 
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Cr 


0 


广 h 


0 


例 25 


TrrJ 

若 n 是自然数， 证明: 


u(jc 0 + rcos^^ 0 + rsin<p)d<p. 


rtn 




e^ 056 cos (r slnd — n6)dd 


2 丌 


.n 


0 


n 


C2n 


e c ^sin(rsin^ — nd)d8 




0. 


o 


证 以 A 和 A 分别表示上述两式左边的积分，有 


^1 + l h 



2^ 


gixos^giCrsin^— nd) 




0 


eKcod+isin 沒 )^ 一 汐 

dC 


2k ^je 

一 re 


e 




0 


( e ， 


n 


J iri=i K? — 


oy 


+i 




n 


d 


n 


dz n 


e 


rz 




2 丌 


n 


^ (依据高阶导数公式 \ 


比较等式左右两边的虚部与实部，即得所证的两个等式. 

例 26( 刘维尔定理）设函数 / U ) 在全平面解析，且有界 
(|/00丨 <从)，则/(0为常数. 

证对任意％，函数/0>在内解析，由柯西不 
等式(例22>，有 U … 

琴 

令 K — oo , 得/'(%> = 0.由于 r 。 的任意性知，在全平面/ U ) E 
0.由第二章第一节例15题 (3) 知， / O ) 为常数. 

例 27( 最大模原理）设 / U ) 在由简单闭曲线 C 及围成的闭 
区域乃上处处解析，且从= max |/( f)l 证明:在 C 内处处有 

cei> 

t/U)| 

证设《是自然数，对函数 [/ o )]” 应用柯西积分公式，可知 
在 C 内任意点都有 


L/My 


2 m 






[/(D? 

C ^ — z 
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所以 


1/00广 




2 兀 








r n 


0 


c 


1 C 




z 


|dCI = kM \ 


于是^其中々 =_ 
时, ■^^<1， 故 |/«l < M . 


(b 


idri 


c \^ — z 


与 n 无关.当〃 


例 28 证 明：若 C 为包含原点的闭曲线，则 


证 /(?) 


z 

n 


z n e zi 
n ! 


n 


1 r e" f 

r r 


a ? 


，则 fM 在复平面处处解析，由高阶导数公 


式，有 


/⑷⑻ 


n 


2m J 


■ ■»■■■■ ■■■ • 

cnir r 


z 


I* 


因为 /°°(r) = ^ f ，所以 /°°(0) = + W ， 比较即知，命 

n i n ! 


题成立.即 


1 


2n\ j 


c 


z H e zi df 


z. 


2 


« 


例 29 设函数 / O ) 在复平面上处处解析，且 |/ U >| < M , 
a ， b 为任意两个相异复数. 证明： 


r% 


f ( z ) 


c iz 一 a)iz — b) 


dz = 0, C ：\ z \ ( R > \ a \ f R > |6|), 


并推证 /( a ) =/(6). 
证 因为 


7< O 




M • 2 艽 R 


1/001 


\a\K\z\ -\b\) 

2 兀 M 




< (R Z： \a\)(R- |6|) _ R(1 - \a\/R)(l - \b\/RY 
当尺 — OO 时，上式右边 — 0，故/ = 0•又 


a 


b 


r% 


/ ⑺ 


dz 


c Z 


a 


a — b J 


fM 


c z 




b 


dz 


_ 
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从而 


2 丌 i 

a — b 

2m r 


If ( a ) — /(々）]， 


^ f ( a ) — f ( ty _ 




/ ⑷ = fib ). 


例 30( 代数基本定理）任何一个〃次多项式 


P n M = f + a ^ 1 + 



a n - x z + a n 


在复平面上至少有一个根. 


证用反证法.若/ V幻在复平面上没有根，即(幻关0,于 


是函数 /CO = ^y 在复平面上处处解析，则当卜| =尺，且及充 
分大时，有 


I 尸 ”Or)l = M 



z 


+ 



<2 — 


» _ 1 


> 叫 1 - 安 -…- 

因此，在=及0?充分大）上，有 


M - 1 ■ M - 


1/(:) I 


I 尸 ”⑷ I 




由最大模原理，有 


于是，在2 = 0处，应有 


max |/(«) | < — 

\z I /v 


卜 |P,(0)1 


R n 


\7 m 




这在 i? 充分大时是不可能的，故假设不成立.即命題成立. 


例 31 计算 积:分 L > + t )" t - 为自然数.并用其证 


明 


m Zn 

Jo 


(1) cos^^d^ = 2^ 


(2 w — 1)» 1 
~ (2 m )!!~ 


肇 


(2) cos Zm ^m 二 0 (m 为自然数） • 

J a 

证 因为 = 1，所以：=?，0<0<21故 
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() 

1 1 
1 X 

■ Z "f 

"dz I 

— = 

f*2u r 

( e itf + e^ lS yidd = 2 n i 

J kl — 1 


之 J 

0 J 


*2k 


cos n M 0 . 


0 


而由第一节例 4 知 


z k dz 


27ci ， k = — 1 ， 


z 


0, 


k 


于 是得： 

(1) 当 《 = 2m 时，因为按二项式定理，有 




2rn 




Z 


Zm 



2 mz 


2 ，n — 1 



/ Z Z 

2 m { 2 m — 1) (2w _ t?i + 1) 

m ! 


•f + 


• • • 


+ … + 


z 


Ztn 


所以，利用 （）/tk 的结果，有 


z 


1*1=1 


2 m ( 2 m — 1) ( 2 m — w H~ 1) dz 

ml z 


2兀1 


, 2m{2m _ lX£m — m + 1) (2m )! 


m 


(m\) 


2 


2吐 


这样，就有 


j 


m 


(2m)! 


o cos^d^ 2 .^ ml)(rm! 


i 2 m — 1 ) 


(2m) 


2丌. 


(2) 当 n = 2 m — 1 时， 


n 






z 

v • 


的展开式中第一项为 


Z 


2m —2 


，以后各项依次减2,不出现士项，因.而依 O z k dz 的结果，有 

J c 




UI »1 


2m-l 


Z 



即 




COS 


z 


一 1 


z 


d:: 0, 


0. 


0 


例 32 1^1 在— ％ I < 1 的何处取得最大值?最大值为多少? 

解 因为#在全平面解析，则依最大模原理（见例 27) 知， 
lei 的最大值只能在其边界 k-z 0 | =1上达到.设2 = &+^, 


则 | e :| 

Ke(rJ + l 


故当$ = 0 时，在点2 = ^+1有最大值 


e 


168 




第五节解析函数与调和函数 


主要内容 


1. 调和函数 

若实二元函数#工，30在区域 D 内具有二阶连续偏导数，且满 
足拉普拉斯方程 


办 2 十办 2 — 0 ， 

则称 9(x，：y) 为区域 D 内的调和函数. 

2. 任何在区域 D 内解析的函数，它的实部和虚部都是 D 内的 
调和函数. 

_ ■ r 

3. 若《0，^>为 D 内已确定的调和函数，则使私+屮成为解 
析函数的调和函数4工0；)称为 《( u ) 的共轭调和_歎. 

■ ^ L • 

t ■ 

wOc，：y) 与 V(j：，：y) 必满足 


du ^ du 


dx dy dy 


do 


即解析函数的虚部为实部的共扼调和函数.但皮过来一般不是 


疑难解析 


1. 试解释解析函数与调和函数关系. 

答首先，调和函数是实二元函数.它是实平面上的 
连续函数，具有二阶连续偏导数，且满足拉普 si 斯方程 

而解析函数是复函数，其实部与虚部都是调和函数，且其虚部 

是实部的共轭调和函数，都满足拉普拉斯方程. 
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由于解析函数的任何阶导数仍是解析函数，因此， /(Z) = M + 
b 的实部 a 和I;的任意阶偏导数仍是调和函数. 

2. 若 p 是》的调和函数，问^是否为^的共轭调和函数？ 

答若 v 是 tt 的共轭调和函数，则 w + ix; 构成一个解析函数， 

且有 

du dv 9u Bo 

dx dy’ dy dx’ 

但要 w 是 u 的共轭调和函数，则^ + 1^要构成一个解析函数, 
这时应该有 


do do du 

■■■■■■■ ~""~~~ ■ 1 ■ "■ _ 

dx dy dy dx ' 

显然，两者是不可能同时满足的 • 因此，两者的位置不能顛倒. 

当 1是《的共轭调和函数时，从满足的 C - R 条件可以看出：《 
的共轭调和函数应为一 ^ 

如 /一: y 2 + 2 ix 3； 是一个解析函数，所以 2 a 是/ + Y 的共 
轭调和函数•但 2 x 7 + KP — /) 却不是解折函数，因为不满足 
C - R 条件,所以/ — y Zxy 的共轭调和函数 . 2： r：y + i(Y _ 

?) 是解#函数，: y 2 — x 2 是 2* r ： y 的共轭调和函数. 

3. 筒述共嫌调和函数的几种求法. 

答求共轭调和涵数常用以下四种 方法： 

(1) C - R 条件法 (偏积 分法）设“(巧少〉已知，求 tK * r ，： y ) •因 

- ’ ■ - : 1 ■- 

为 |= S ，所以 

^ = J _ d_y + gM ~f 贫(工）（客 Or ) 未 知）. 


再由差 = 一 _ + 〆 ( x ) — ^鸯，求出 〆 (工)^>发(政，于是 v = 

<Pix,y) + 犮 Or) (见以下例 11(4),(5)). 

(2) 线积分法设 uix,y) 已知，求 vU，：y) ,则 


V = 


y ) 


^ 0 ^ 0 > 



du, , dU. 

- dx + -dy. 
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U 0 ,^ o ) 可取 (0,0) 或依函数条件确定(见以下例 11(1)，（2)，（3)). 

(3) 凑微分法. 

(4) 不定积分法 因为，若《 r ，_ y ) 已知，则由 

f ( z ) — u x \ v x = u x — \ u y = + iv xt 

# f ( z ) = U o ). 

两边积分，得 f ( z ) = \ fazHz . 

具体用哪种方法，要根据具体问题或自己习惯来决定.如果已 
知 v ( x ， : yO , 要求出 《 Cr ,： v )， 方法是类似的. 

第四种方法要 将心一 化为尸00,方法见疑难解析 4. 

4. 己求得汉(文，30 + ivO，jy)， 如何化为 /Or)? 

答常用方法有以下 三种： 

(1) 代入法将工== ^"(2 — 5) 代人 “(U) 

+ bCr ,：y) ,化为 z 的函数 /Or). 

(2) 凑微分法将 tt(x，y) +i V Cr,：y) 的各项通过分解，拼凑 
成 : r + i ： y 的因式，化为 z 的函数 /(«). 

(3) 归零法设《(工,30 + 一(0：0^>中的：^ = 0,得到/0：)， 
再写成 r 的函数 /(z). 

三种方法中以归零法最为简便易行•疑难解析3中 /CO 的确 
定也可按本题方法进行. 


方法、技巧与典型例题分析 

r 

| p 1 

本节可能出现的问题有三个 ，一 是验证一个函数是否为调和 
函数，这可通过求二阶偏导数来解决;二是已知 «(x,y) 或 v(x，_y)， 
求 PU，：y/) 或 uU 9 y ) ，使 i；Cr，：yO 为 u(x,^> 的共轭调和函数，求共 
轭调和函数的方法已在疑难解析3中给出；三是在 _得《0|：00 和 

后，写出 f ( z ) =« + b 关于 z 的表达式，这也巳在疑难解 
析4中给出.因此，解本节习题的技巧就转变为积分和计算的技 
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巧，读者应该是熟悉的. 

例1 验证下列函数是否为调和 函数: 

(1) ti = x 3 — 6x 2 y — 3^c ： y 2 十 2y 3 ； 

(2) u — ln(x 2 十 jy 2 ) + x — 2y. 

解⑴ 


du 

dx 


3工 2 — 12^3； — 3： y 2 , 


d 2 u 

dx 1 


6 工一 I2y, 


du 

3 y 

d 2 u 

9 y z 


6x 2 — 6xy + 6 ： y 2 ， 


— 6 工 + I2y 9 


显然，满足拉普拉斯方程，所以是调和函数. 


3u 2x du 2y 

(2) 石— + 1, d ~ y ~ — 2 ， 

d 2 u = 2(y — x 2 ) 9 2 u = 2(x z - y 2 ) 

3 x z ( x 2 + y ) 2 ’ 3 y z ( x 2 + y ) 2 ’ 

显然，满足拉普拉斯方程，所以是调和函数. 

例2 在下列各对函数中， t ； 是否为 U 的共轭调和函数？ 

i. _ 、 ■ ■ ■■■ 

(1) u = x y v = 一 y ； 

(2) u = e x cosy + 1 ， z ;〒 e x siny + 1, 

解 （1) 因为差=1,轰=一1,不满足 C - R 条件，所以 v 不是 
&的共 轭调和函数。 

(2) 因为 _ = e^cosjy, — ==— e x sin ^； — — e:sinjy ， 轰 = 

☆ 0 S ： y ， 满足 C - R 条件，所以安是 u 的共轭调和涵数. 

例3设^是《的共扼调和函数，问 :在下 列各对函数中，后者 

是否为前者的共轭调和函数？ 

Cl ) Au — Bi;，Ba 十 Av 为常数）； 

(2) u z — v 2 f uv. 

解由题设知％. 

(1》设尸 = Aw — 5 t；，Q = + > h ；， 则 

P x — Au x — Bv x ， P y = Au y — Bv y ， 
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Q x — Blij, + Av xy 


Q y = Bu y + Av y , 

所以 Pt — Qy — — Bv x ， Py = — Qx — Bv y ， 

满足 C - R 条件•即 + Azz 是— Bt ; 的共轭调和函数- 
( 2 ) 设/ > = “ 2 — r 2 ，Q = MU ， 则 


P x = 2u * u x — 2vv x ^ P y ~ 2uu y — Zw y , 

Q x = U X V 4 * UV x9 Qy = UyV + UVyy 

所以^关 Qy . Py ^- Q , 不满足 C - R 条件.即 MX ； 不是 U 2 — V 2 的 
共轭调和函数. 


例 4 确定形如《 


1、 
x 


的所有调和函数. 


解令 


—y^}\ U 
X 






fit ). 于是 


U x = 


fit ) 


y 


u 


XX 


/" ⑴多 +/' ⑴梦 


U 


y 




U 


X 


yy 


尸 ( f ) 


x 


2 m 


由拉普拉斯方程知 


尸 ⑴ K + 尸⑴与 = 0， 

\ x 4 X 1 } 

即 f ，( t)(l + t 2 ) + 2 tf ( t ) = 0. 

积分 ([/， ⑴]，'=尸( 0 )， 

得 尸⑴ = 、 

再积分，得 /(/) — Cjarctanf + C 2 . 

故，形如《 = /( I )的调和函数为 

■ 

ti> — C^^£LFCt3.H ^ ~{~ ^2 1 

X 

* 

J ■ 

c\ ，(: 2 为任意 常数. 

例5 设函数 /(«) 在区域/>内解析，问：1 /OsO I和 In 1/0)1 
是否在 D 内解析?是否为 D 内的调和函数？ 
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解 （ I) 若 “ 2 + V 关 0, 且 1/(2 ) 丨： 
1/00 P = y + V 也解析，由 C-R 条件，得 


u 2 +V 解析，则 


由此以及 g 

f du 

u di 


+ 


3(u 2 + ^ 2 ) 
dx 

d{u z + r； 2 ) 
dy 

du du _ 

洳 n 
V — = 0 9 

dX 


2u 


du 

dx 


2v 


dv 

dX 


0, 




do 

dx 


du 

dx 


+ 


dv 

dx 


0, 


2 up + 2 v ^ 
dy dy 


，可以得出 

w 2 + v 2 #0 dx 

— J 

dv 

dx 


du 

dy 

du 

dy 


0, 


0, 


于是，知 /U) 恒为常数 c. 


若有点使 V + V = 0 ，即 


0，v = 0, 由连续性知 C = 0 ,即 


/O) = 0. 

又由 

方 y^+ V 2 
dx 2 

[( A ) 2 + 



淨 */u 2 + y 2 

By 2 


_ [(A) 2 + (v x ) 2 + UU XX + w„](“ 2 十 v 2 ) (uv x + VU X ) 2 

= ( u 2 + 。 2 ) 3/2 ( u 2 + v z y /z 

[(〜 ) 2 +(T ；，) 2 +UU yy +IW w ](M 2 +Z； 2 ) iuu y -\-VVy ) 2 

^ (u 2 +v z y /2 \u 2 +v z y n • 

利用 tiA 满足 C-R 条件，且满足拉普拉斯方程，整理上式可得 


+ 


dx 



方 ^/u 2 + V 2 


iu x y + ( u y y 

(u z + V) 1/2 —• 


所以，若 + V 在 £) 内调和，当 V + T/ 2 必 0 时，就有 g = 0 及 


du 


: 0, 因此 C-R 条件成立，故 /(z) E C. 

(2) 若 lnf/Or) 丨在 D 内解析，則复合函数 exp[in|/(z)|] 


\/M \ 也在 D 内解析，由题 (1) 知， /0O 3 常数 
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已知 In |/0 r ) 丨二 音 IW + V )， 因此 

才 Inl/OQ I nn \ f { z )\ 

3tc 2 3y 2 

_ \_{ti x y + (xp 2 ] (“ 2 + v 2 ) _ 2(uu x + w^y 

~ (w 2 十 v 2 ) 2 (“ 2 + V 2 ) 2 

[(u y ) 2 4 - (v y ) 2 J(u 2 + v 2 ) 2{uu y + VVy) Z 
十 (u 2 +V 2 ) 2 (“ 2 + T； 2 ) 2 —. 

利用 M 与满足 C - R 方程，易知 


+ ^\lp i = o , V + 

dx dy 

因此，在 m 2 + t / # 0 处， In I / O ) I 是调和函数. 

例 6 设函数 ttCrj) 是 D 内的调和函数，而函数 z = = 

x(^，7) +i^(c»V) 是 G 内的解析函数.设？在 C； 内变化时，其数值 
z —发(?） 位于域 D 中. 证明，7 ) ，《y (芒， 7)] 是域 G 中的调和 
函数. 


证法1对 G 中任意点(？，7)，在其邻域中 




g { 0 的像必位 


于 


( x ，： y ) 的邻域中，而在 




U ， j ) 邻域中存在解析函数 


/M — u ( x 9 y ) + 显然复合函数 


/0( f )] 


Qr ( f ，7)+ iv [ x (6,7) ，夕 ( f ，7)] 


在 G ，？) 的邻域中解析.因此^>($，?) 是调和函数. 

证法2 直接求证.由 

i ■ 1 

du du Bx x du dy 
关 3 x 冻十 dy 凍’ 


yg SFU 

得穿 


淨 u 

df 


dx . 3Pu dy\3x ， / SFu 2r , 3^u dy \ dy 
3? dydx .9? /\ dxdy 9f dy 2 j 3c 


cFu dx 
dx ： 

w 

.du x du 

卞 ar 於 卞办 ， 

SFu 3x . c^u 9y\ 9x . [ dx t c^u 3y\ dy 
3x 2 d^j dydx 97 / 3y \ dxdy 37 ^y 2 d^j dq 



dx drf 


.du 

+ TyW 
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将两式相加，利用工， ^ 是调和函数，均满足拉普拉斯方程，且 
之间又满足 C - R 方程，有 


1^' (0 I 


dx) 
■ 1 

2 

j_ 

1 dx \ 

|=f^] 

2 

1 -U , 

(dy\ 


丁 


\^i 

1 » 

\^l 


即得 


d^u 

9 ^ 



(fu 


0, 


故 ulx ($^) ^(^,7)] 是 G 内的调和 函数. 


例7 


明 ：函数 


乂， 


+ y 


都是调和函数，但 


f(z) 


U - 


^不是解析函数. 
由于 


Du 

& 

do 

3r 


2x, — —— Zy f 


(x 2 + y 2 y 


才 v 2v 3 

3r 2 ( 工 2 + y 2 ) 2 9 


SFu n SFu 0 

P = 2 , ^7 = 一 2 

—= 

办— 

_ 

㉟ I ( x 2 + /) 



(x 2 + y) 


— 2y 


所以 


淨 U 1 淨 u 



0, 


方 V 
3r 2 



淨 v 


0. 


dx 1 ' dy 2 ~~ v， ar 2 1 dy^ 

故 《 是全平面上的调和函数, v 除原点外在全平面上调和. 
但_參 l ! 不满足 C - R 条件，所以 f ( z ) 不是解析函数. 


dy 

例8 证明:若《为调和函数且不等于常数，则 V 不是调和函 


数. 


证 


因为《焉调和函数，所以0 + _ 


0 , 


又 


du 2 

dx 




同理 


故 


^( u z ) 

3 r 2 



3u 
dx 9 

% 2 
^( u 2 ) - 

办 2 一 


作 2 ) 

dx 2 


2 


3b \ 2 . 0 ^u 

S +2u ^ 


sr ^$ - 


2 


r(3u\ 2 . 

f a<i 

2 . ( 淨 u 

淨 u \ 

■ 

LM + 


^ \ 3x 2 

— 

3y i 



會 
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{ da 


^ 0 - 


因为 U 不为常数，所以 _ 和_不同时为零，所以上式不同时为零 . 
即不是调和函数 . 


例9 证 明：若 K 为单 连通域月 内的调和函数，则〃(^)在石关 
于实轴的对 称区域 S 内为调和函数 . 


证 因为 M 在 B 内为调和函数，所以必有 f(z) = « + k ； 为 
B 内解析函数 • 由第二章第一节例 16 知 


f(z) = u(x 9 — y) — iv(x 9 — y) 

在瓦内解析，故 u { z ) — u { x \ 一 y ) 为瓦 内调和函数. 

例 10 求形如 aj ： 3 + bx 2 y + cxy z + dy 3 的最一般的调和函 
数.并求其共轭调和函数及对应的解析函数， 

解 （1) 因为 w = aj ： 3 + bx 2 y + cxy 2 -h 心，所以 


淨 u 
dx z 


= %ax + 2 by f 


淨 u 

3 ? 


= 6办 + 2 c x . 


由于 


故 


淨 U , 


3r: 



dy 2 




(6 a + 2 c)x + (6 <i + 2 b ) y — 0 j 


6 a + 2^ — 0, c = — 3 a ， 
+ 2 办 = 0 ， b = — Zd. 


即 《 的一般形式的调和函数为 


u 


ax z — 3 dx 2 y — 3^ y 2 + dy z ^ 


其中为任意实数. 

因为 u f x = 3 ajo 2 — Sdxy — 3 ay 2 $ 

u r y = — 3 dx z — 6 axy + 3 dy 2 

所以 f (^) = Zax 2 — &dxy Zay 1 + (3 dx z + Qaxy — Sdy 2 y\ y 
令 J = 0,得 Z 7 (: r ) = % ax z + 3 dr 2 i , 即知 /’ O ) = 3 az 2 + 3 dz 2 l f 


于是 f ( z ) = (3 a + 3 di ) z 2 dz = az z + i ^ z 3 + C , 

例 11 已知 “( U ) 有下列形式，求其共轭凋和函数，并写出 
f ( z ) 的形式. 
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( 1 ) u = x z — y 2 ( 2 ) u = -^2 ， /(l) = 0 ; 

(3) u = (x — y ) ix 2 + ^xy + y ); 

(4) u — 2 (x — l )： y ，/(2) — — i ; 

(5) u = ^■ lnO 2 + y ); C 6 )u = e xt ~ y 2 sinxy ^ /(0) = 0. 

解 在疑难解析中，我们已指出求共轭调 和函数和 
f ( z ) 各有几种方法，读者可选择自己习惯 的方法•我 们一 般每题 


只给出一种解法，供读者参考. 

(1) m = a* 2 — y 4- ~ 2»^-^ =— 2,故满足拉普拉斯 

方程，《是调和函数. 

因为差 = 2^ + ^ = ^» + — ■，依线积分法， 

有 


V = 


( D ) 

( 0 * 0 ) 


羞 dx + -h C 




(2j — x)dx + (2x + jOdy + C 

J (0,0) 


-x 

( — x)dx 



0 


ry 


(2x 4 - y)dy + C 

0 


=—I + 专 + 2 工 : y + C y 

所以 f(z )= 工 2 — y + x：y + i ( — 专十专十 2xy + C 
令 y = 0, 上式化为 


代回 6 即得 


/(x) = x z 



/( 之） = z 2 — i 皆 + iC. 

du 一 — 2xy 皆 u _ 6x 2 y — 2y z 
dx (x 2 + y z Y ^ dx z (x 2 + y 2 ) 3 
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du 


T y ~ (x 2 + y ) 2 


3y 2 


— ^x 2 y + 2y z 

u 2 + y ) 3 ’ 


所以 


d 2 U 

Bx 1 


dht 


Ow 为调和函数（除原点外) • 


用线积分法取(〜，％)为（1，0)，有 


du, 

— —dx 
J (i,o) <^y 



dx 


dy + C 


dx 


i u^7r dy + c 


I — 1 


x z + y 2 lo 


所以 


f (z^) --- 

八》 x 2 + y 


_ 工 2 +— 7 

X 1 

+ y — 1 j 


-1 + c. 


/( 1>=*0 

c=^c 



令 : y = 0,得 /( x ) 


1 .代回“故有 


fix、— i — — 1 j • 

(3) w = (j: — yMx 1 + Ajoy + y 2 ) 是全平面的调和函数，则 


du 

dx 


工 2 + 4^ + ： y 2 + ( 工 一《 y) (2x 4 - 4 ： y ) ， 


du 

3y 




— O 2 + ixy + y z ) + (工 一 ：y) (4x + 2y) y 


所以 t ； = J 


Or •: y) 


C0*0) 


[Cr 2 + 4^ + .y 2 ) — (sc — y)(Ax + 2jO]dr 


+ [Cr 2 + 4i：y + y) + (工 一 y)i2x -f 4^)]d^ + C 


f- 


^x 2 dx 



(3x 2 + 6 ^ 3 ； — 3y 2 )dy + C 


于是 


—jt 3 + 3x 2 y + 3xy 2 — y + C, 
f(z) = (x — y)(x z + 4 巧 + y) 



令 : y = 0,得 /( x ) 


• i(— x 3 + 3x 2 y -h Zxy 2 —， 3 + C ) ， 

= P + i(— I 3 + C) ， 代回故有 

f{z) = 之 3 + i(C — z 3 )* 


(4) 因为 


Bo 

3y 


2y 


du 

3y 


，由 C - R 条件，有 
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而 


V 


d y 


+ fix) = y + w o) ， 


Bv 

dx 




年 (x). 


又 



故 pCr) = [2(1 - x)dx = 2：r — x 2 十 C，C 为实常数 . 


于是 v = y 2 ~ x 2 + 2x + C. 


/(2) = —i 

/O) = 2(x — Dy + i(y — x z + 2x + C) : =— L 

令 y = 0 ,得 fix) = i( — x 2 + 2x + C )， 

所以 f(z) = i(— 之 2 + 2 之 ~ 1) =— iO _ l) 2 . 


(5) 


du 

djo 


V 


JO 


jo 2 + y 

X 


2 


x 2 y 




，由 C-R 条件，有 

jdjy + (fix') = arctan — + <pix ), 


故 

又 

所以 



〆 （工） ， 


du du 一 V 

— — ：_ — = -= 1 — ^ 

3x dy x 2 + y 2 

〆 (x) = 0, =C ， C 为实常数 . 


于是 v — arctan — + C. 

x 

f(z) = -|-ln(jc 2 + y 2 ) + if arctan ~ + C . 

令 : V = 0 ,得 /(^) = Inx + iC, 

故有 f(z) = \nz + iC=>/(^) = l.nz + iC. 

(6) u x = 2xe xZ ^ y2 s\nZxy + 2e^~ y2 ycos2xy^ 

2 2 t 2 2 

u y — 2yc x sin2xj/ + 2xe x cosZxy. 

由导数公式，有 

f (z) = 2 ， e’ 2 -’sinZxy + . t 

— i [— 2y^ l ~ yt sm2xy + 2:re jZ - ’cos2:rjy]. 
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0, 得 

fix) : 

一 2ixe x , 

所以 


fiz ) : 

—— 2^s ： e z ， 

于是 

/O) = I 

f(z)dz = 

一 2iz^ Z dz = 一 ie c2 + C. 

由 

V 

f(0)— 

0=>C = i ， 

即有 


f(z) = 

i(l -〆). 

例 

/o). 

12 已知的下列形式，求 《 (u ) 与解析函数 


(1) v =— 2sin2xsh2：y 十： y ， /(O) = 2; 

(2) v = e 工 （: ycos：y + xsiny) + j: + y ； 

(3) v = 2cos:ccli：y — x 1 + y 2 f /(O) = 2; 


(4) v 


y 


arctan — t x 〉 （)• 
x 


解 （1) 


do 

dx 


4cos2^ch2^, 


3v 

3y 


4sin2j ： ch2^ + 1 ，故 


fiz) = T^ l di 


4sin2 工 ch2j + 1 — 4icos2 工 ch2^y 
— 4cos2 工 sini2y + 1 


— 4sin2xcosi2^ 

一 4sin(2<x + i2^y) + 1 = — 4sin2z + 1. 


所以 


/ Or ) 




m 


f 1 Cz^dz = 2cos2z + J 2 ： + C 


将 /(O) = 2 代入，得 

2cosO + 0 + C = 2=^C = 0» 

即有 fM = 2cos2z + z. 

(2) ^ = e^Ccos^y — : ysiny + xcosy) + 1 = 

故 u ^\= 


du 
dx 9 


[e x (cos 》 一 ysiny + xcosy + l)]dx 


e s (xcosy — 夕 sinjy) + x + g (: y). 


求 


而 


—$ = e £ (xsmy + jycosjy + sinjy) — g 1 (y ), 


du 

9x 




e^C^sin^ + ycosy 4~ sin^y) 4 - ( ： y) = — 1. 
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所以 ^(30 




jy + C ，u = e J (xcosy — ysiny) + x — ^ + C, 


/(z) = u iv = e x (xcosy — jsiny) -\- x — y C 


令 : V = 0 ，得 
代回 h 即得 


dv 

3x 


+ ire^j/cos)/ + xsinj;) + x + 3 /], 

fix) = e x x + j: + C + br* 
j\z) ^ ze z + z + iz + C. 


(3) 




— 2sinxch^ — 2 jo 


du 

石， 


故 


u = j^sirLTchy + 2^)djy = 2sinxsh,y + Zxy -}- 尽 (x). 


du 


2cosj ： sh t y + + 〆 （ *r) 




2cosjoshy + 2y^ 


3!w 3o 

而 — =Zcosjrshy + 2：y + 〆 r) = — = Scosishy + 2 )'， 

则 貧 ’ o ) = 0， g(x) — u — 2sinxshjy + 2xy + C * 

fiz) = 2sinxshjy + 2x：y + C + i(2cosxchjy — x z + jy 2 ). 

令 : y = 0 ，得 


f(x) = i(2cosx — x 2 ^) 



/(<)>■ 2 

C=^=-C-2-2i, 


于是 


/( 之） =i(2cos^ — ^ — 2) + 2. 


“)i 


— y 

i r T7, 


do 

dy 


^TJ 29 


故 


w = Jl d ^ = J?Ty dj: 


InO 2 + y) + g(y). 


du 

d y 


X 2 + y z 


+ g f (: y)=— 


dv 

3x 


y 

工 2 十 y ’ 


则 

于是 


g f (y) — 0, g(y) = C=>w = 去 ln(jc 2 + y) + C ， 


/U) 


令 : y = o , 得 
所以 


^-ln(x 2 + y) + C + iarctan —* 
Lx 

/(x) = \nx + C + it )， 

/(ar) = lna: 4 - C. 


例 13 按下列函数形式，求解析函数 / CO . 


( 1 ) U 



(工 —y)(^ 2 + ixy + y 2 ) — 2(x + y }； 


(2) u — v — x 1 — y 2 — 2xy. 

解 （1) 因为 / O ) == « + 是 m 的共扼调和函数，所以先 

182 • 


求出 w ， x ; 的一阶偏导数. 


(u + v) 



— 


x 十 ixy + j + (2x + 4^) (i — y) — 2 ， 


{u 十 1 ；)夕 =u y - \-v y =— (jt 2 +4r：y +> ;2 ) + (: —y) (4x -\~2y) —2, 


而由 C - R 条件， z /. 


将两式相加，得 


Vy = 3^ 2 




3y 2 — 2, 


6xy. 


故 


v x dx + g(y) ^ Qjoydx + gCy) = 3x 2 y + giy)* 


由 g = 3 工 2 + 〆(: y) = 3*r 2 — 3j 2 — 2 

d y 


于是 


g(y) = — y z — 2y + C 


〆 y) = — 3y 2 — 2f 


y 3 — 2y -h C 9 




u = {u 一 v") 一 v — x s — Zxy 2 一 2x 一 


f(z) = x 3 — 3xy 




C + iOx 2 ^ — y 3 — 2^ + C)* 


令 : y = 0 ，得 


所以 


/(x) = jc 3 — 2 工 一 C + iC ， 

/O) — z z — 2z + C<S — 1). 


(2) (u — v) x = u 


{u 一 V)y = Uy 一 Vy 





C-R 

2 工 — 2y — u x 


C*R 

— 2y — 2x — 


u” 


解方程，得 
于是 


— 2y 9 u x = 2 工， 


“ = J 


2ydy + g(x) 


y 2 + 发（工 ）* 


又由 


du 

dx 


g f M 







u = — y z + jt 2 + C ， 


故 


v = u 一 (u 一 i;) = x z 一 y 2 c 一 (:c 2 — y 2 — xy) 


所以 


令 : y = 0,得 
即 


2xy H- C, 

f(z) = X 2 — y + C -f i(2xy + C). 

/( 工） = 工 2 + C + iC ， 

f(z) = Z 1 - C(1 + i). 
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例 14 由下列条件，求解析函数 /CO = ^ + h ；、 

(1) Or 2 —/)/(/+ y )， D 为去原点的复 平面; 


( 2 ) ^ 


2 


ln ( x 2 + y ) — x 2 + y \ D 为去正实轴的复平面 • 


解 因为工 = ^(z + z ) 9 y = — z )， 所以 


u 


(1) u 


所以 


所以 


2 


[/( 之 ）+ /( 之 )]，V = ^"[/O) + /(Z)] 


[O + $)/2] 2 — [O — z )/2 ij 2 

Zz^y 

1 2[(i) 2 +z 2 ] 

- 

4 


izz ) 


2 


2 


2 


+ 


Gyj 


f(z) = ? +c - 


(2) v = 2 ln | z | — 



z -r z 


2 



7 z 一 2 


\ 2 i I 




2 ln | z | — 


^ + (z) 
2 


^[4 ilnU | — i ( z 2 4 - ( i ) 2 ], 

f ( z ) = 2 iln jsr | — iz z . 



x + / x T ^- y ， 求解析函数 


例 15 已知 dOj ) 


f ( z ) = m + it ；. 

解利用极坐标形式求解•将 I ； Cx ,^) 化为 


v ( x 9 y ) — v — rcos ^ + r = \/2 rsin z (^/2) = Vorsin 


e 

2 


则 


V r 


Q 


/ l /(2 r)sin y , v $ 


vr /2 cos 


B 




由 C - R 条件的极坐标形式(见第二章第一节例 19) 得 


du 


1 du 
r dd 


-/!/(2 r)cos — 


令 
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4 


i 


于是 

即 

所以 


du 

d9 


do 


—r — = — vV/2sin 

oT 


e 


du 


尝 dr + ^d6 = cos ^-d\/2r + Videos 

dr dU 2 2 


u 


d y2rcos 


6 


Q 


\/2rcos + C = ^fx 

乙 


+ -/x 2 + y + c. 




\^7cos + C + l ^/Zrsin 

u Li 


/2^|cos|H-isin|| + C= /2z + C. 


- 185 • 


第四章级数 


本章除了理解复数项和复变函数项级数的基本概念和性质 
外，重点是认识复变函数项级数中的幂级数与洛朗级数的运算与 
敛散性，掌握将解析函数展开成幂级数和洛朗级数的方法. 

第一节复数项级数 


主要内容 

X . 若 A =〜+ i 么 ( a "， b „ 为实数),则数列 {〜} (72 = 1,2, 
…）称为一个复数列. 

设《 = a + i 6 为一确定的复数，如果对于任给的 e > 0,存在 
#(0>0，使当《>以时，有不等式 k —< e 成立，则称《为 
复数列 {««} 当 n — oo 时的极限，记作 

lima ” = a 或 a n —^ a 9 n -► oo , 

也称 复数列 {cO 收敛于 《• 

2. 复数列 {〜} (« = 1,2,…）收敛于《的充分必要条件是 

lima” = a , \imb n = b. 

li—OO /t—OO 

3. 设 = {〜+ (« = 1,2,…）为一复数列，则和式 

CO 

= a + % + … + 〜 + ••• 

I 

称为无穷级数.前 n 项的和 * S „ == A + « 2 + … + A 称为级数的部 
分和. 
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如果部分和数列 {乂} 收敛，称级数收敛， lim 义 =5称为 


CX5 


级数的和. 


VW - ■ ■ 

4. 级数收敛的充分必要条件是级数和级数; S 匕 


n 


n 


n 


都收敛. 


复数项级数2〜收敛的必要条件是 lim 〜 = ()• 

- rt-^oo 

« «* 1 

oo oo 

5. 如果级数〜丨收敛，贝!1；2〜也收敛，且不等式 


A: 




2〜^ 2 卜」 成立 * 


n 


n 


oo 


oo 


如果级数收敛，则称级数 2 〜为绝对收敛.非绝对收 


n 


n 


敛的收敛级数称为条件收敛级数. 


疑难解析 


oo 


oo 


1. 己知若»^与都收敛，蝌2(〜土見）收 


oo 


n ： 


oo 


n 


CO 


n 


<x> 


敛.若;与 I ； 氏都发散，则= ；2 (乂士 A ) 也发散吗? 


ii»|r 


JT 




2 


n 


答不 一 定. 

如 fX = ： f ： + + i 去和 一去 + i 去，因为 f ： +和 

1 /(*= 1 n= 1 1 

—+) 发散，念 4 收敛，所以 ；£>- 和2 A 都发散.但是 

n I n=\ n n = l 


W W ww vw 

+ 久） = 4 收敛， -^) = 2- 发散 - 


n 
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而^ = 2 ~ -4 + A 却收敛 • 

« = 1 ^ = 1 n— 1 n = 1 I 

2. 求无穷级数的和与求序列的极限之间有什么联系？ 

答复数项级数和的定义与实数项级数和的定义几乎一样， 

都是由级数前《项的和(部分和）当 n — oo 时的极限确定.即如果 

00 

复数项级数的部分和序列{又}当； z — oo 时极限存在， lim 又 
= s 的值就是级数的和. 

因此求复数项级数的和是与求序列极限有着紧密联系的. 

3. 什么样的级数具有项的可结合性与可交换性？ 

答复数项级数与实数项级数有着紧密的联系 ，一 般地，对 
一个复数项级数的讨论可以归结为对两个实数项级数的讨论.由 
实数项级数我们 知道: 一般的复数项级数不具有项的可结合性与 
可交换性. 

oo 

如 2 >=i — l — i + 1 +i — …是发散的，但加括号后， 
1 

(一 i 一 l+i — 1) + (― i — 1 +i — 1) +…是收敛的，因此，项 
的结合改变了级数的敛散性. 

当且仅当收敛呼, g 数的项有可结合性.仅为绝 
对收敛时，级数的项有可交换性，且不改变其和. " 1 

4 ■. ■ 

OO 

定理1若级数绝对收敛，则任意重排其各项的次序所 

*=1 

.V 

oo 

得到的级数也绝对收敛，且其和不变. 

oo CO 

定理2若级数〜= P 都绝对收敛，则其柯西 

«**1 ||塞1 

00 00 CO 

乘积= 2(^ + 々氏- ^ +…+ 也绝对收敛，且 

»*1 ”集 1 

= a/?. 
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方法、技巧与典型例题分析 


本节讨论的是复数列、复级数的敛散性和复级数的绝对收敛、 
条件收敛等问题. 

复数列的敛散性可以由两个实数列的敛散性确定，复级数的 
敛散性可以由两个实级数的敛散性确定.因此，高等数学课程中关 
于实级数判敛的方法与技巧都可以应用. 


oo 


要注意的是，; SkJ 中的 j 〜| 不再是实数项级数中的绝对 

rt— 1 

值，而是复数的模，同时与 a H , b n 有关，不要认为1%丨与 | , 
\ b n \ 有关. 

例1判别下列数列是否收敛？如果有极限，求出它们的极 


限. 


( 1 ) 


(3) 


(5) 


n 


1 + i 


1 + 




1 


inx/2 


( 2 ) 


(4) 


( 6 ) 


3 l / n 2 n 






1 + 2』 
1 + 





2 


(- D" + 


n + r 

解先分解 k 〜 + 也， 然后分别考察 〜和么 的极限，再确 
定数列的敛散性. 


( 1 ) 


1 + i 
2 


n 




0 i cos — + ism — 
L \ 4 4 



n 


wtt t . . nt 

v i cos T + lsm T 


番 


故 


1 



i- 1 ni\ 

lim —cos — 

1.-0C 2 4 

} 收敛于零. 


I* 1 . TIT 

0 ， r sin T 


0, 


( 2 ) 


lim 


3 1 At 2 a 
1 + 2 J 


1， + - 


1/2 
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故 


1 /« O n 


1 + r 

(3) 


(1 + 2” 


n 


收敛于 1 + ie _ 1/2 _ 


1 n i 1 — n 


1 "'一 h i \ n } 


. 2n 

i 1 + « 2 ’ 


lim 




1 — n 
1 n 


- 1 


lim 


%n 




1 + /z 


0 , 


故收敛于 一1_ 


1 —— m 


(4) 


1 + 


n 


/I 

2 

2 


(cos^ + isirxd) 


/5 


n 


{cosn6 — isinnd ), 


6 = arctan 


2 


lim 


II- 




n 


cos/ 2 汐 = 0 ， lim 


2 


(/ 5 i 


n 


( —— sirm 夕 ）= 0, 


/ 


故 { 1 + 


(5) 


2 J 




} 收敛于零. 


e 


inn/2 


n 


nn , . nn 
cos -- ism —r- 


lim —cos 

CO ft 


nn 


0 ， lim 


n 


n- 


n 


sin 


nn 

Y 


o , 


故丄 e 


inir/2 


n 


收敛于零. 


(6) lim< 


l ) rt 不存在， 


lim 




(- 1) 


n 



士} 发散. 


例 2 证明 


lim〆 


0, 


rt. 




衫 + 1 




0, 


M < i , 

kl > 1 ， 


a 


不存在 ， M = 1# l . 
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证 令 a? = re 1 ^ = r*(cos0 + isin^), 于是： 

(1) |a| < 1 时 ， r < 1. 

0 ^ j 《 〆 （ I cosnd\ + I isinnd \ ) ^ 2^ , 

因为 lirm- = 0, 所以由夹逼定理，有 

n—co 

lim〆 = O . 

n—oo 

(2) |a| > 1 时， r> 1 ，则 

limr n = oo. 

n-^<x> 

因为 cosW 与 sinM 不同时为零，所以 

lima" = oo # 


(3) a = 1 时 ， a = cosO + isinO ， 〆=cosO = 1* 所以 

lima"* = 1, 

霣 - ^oo 

(4) | a | = 1 ,a ^ 1, jfjlj a = cos 没 + is in 沒， a " = cos ” 沒 + 
isinn ^* 因为 lim ( coswd ) 与 lim ( sinn 0) 均不存在彡所以， lima 1 * 不存 

rt—♦■CO Jt m oofi H » oo 

在. 

例 3 设复数 A ， …,4,…全部在半平面 ReOr ) > 0上，且 

OO OO oo 

级数和都收敛.证明 :级数 也收敛. 

1 »*1 11 = 1 

oo oo oo 

证设^ t = A + 匕，则由和收敛，知 

w**l it*l 纖 "-! 

do CO oo oo oo 

S %， 收敛,故级数 S (w — w ) 和收敛 • 

1 «**1 »•»! i*™l n»l 

oo OO 

是实数项级数(知 A > o ， 由 Re u ) > 0 ， 所以 2^- 为正项级 

押师 1 ”_1 

数. 由髙等数学知 lim ^ = 0,而 limx 〗 = 0. 故当 n 充分大时 ， d < 


所以收敛).由于 


z n \ 2 = x 2 n + y 2 n = 2x 2 n — {xl — yl). 
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而和 y ；( x 〗一 W ) 都收敛，因此 kl 2 收敛. 


n 


n 


例 4 判断下列级数是否 收敛： 

(1) l + i + i 2 + i 3 + -+ i ” + 

, (5 i ) 3 , (5!) 5 , 

(2) 5 i -^-1-- H …； 


■ _ _ 


(3) S |( l + i 2 -). 


oo 


oo 


oo 


解将级数化为 + 乂 ，由两个实级数的敛 


M ： 


CO 


散性，确定级数〜的敛散性 


A 


(1) l + i + i 2 + …+汐 + 


• • * - ■—- 


1+i —1— i+ 


因为"发散，所以乏>” = 2 ( - 1 ，+12 ( - 1) ”发散. 


A' 


H' 


H' 


(2) 5 i 


(5 i ) 3 , (5!) 


5! 



i 5 + 尖 + 


2-_l 


d 

1 2 ^j —— 


(2 n — 1)1* 


因为 2 


Zn-l 


tzi ( 201 )! 
(3) 因为 


r 收敛 ，所以 •收敛 • 


合=撕+屮 - D 


w 1 w H 

«*1 i*^l 


eo 


虽然 2 (— d 11 士收敛，但 S + 发餱，所以发敢 • 

—1 n ,i-i n — 1 

例 S 若 | argd <| -及（及 >0), 证 明：; f ]% 和 


IH»1 


的敛散性相同 (K =〜+ i 6 J . 


证 因为 


以 ” ^ _ 一 «l» 

cos(arga rt ) \ cos(7t/2 — 谷） sin 沒 ’ 
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所以，当〜收敛时，;必收敛；当^|\丨发散时，乏>„必 


n 


n 


n 


n 


发散.即; |；|%| 与的敛散性相同. 


n 


n 


例6 i^limz 2n = a y \imz 2f> +i = a ， 证明 Jim % = a . 


n. 


n- 


解对任意 e >0, 存在 ^ >0,当打〉％时，有|^-^| 
< e . 同时存在 W 2 >0, 当 n 〉％ 时，有|% +1 — < e ， 所以，取 
N = max 则当 ” > AT 时，对 ％ 和 z Zn ^ x . 都有 


故 


\z k — a \ < e . 
limz n = a. 

it-*oo 

例 7 判别下列级数是否收敛，是否绝对收敛. 


» , 

⑴ Eh 


(2)S 


fl: 


(3 + 5i ) 嫌 


C3) 妹 


(4) S 


1 + 5 i 


j« 


oo 


OQ 


i <5) 2 ^rcosin ； (6) 2 + i)n - 


»- 




0 


解 （ i) s 


m 


n 


oo 


2] 士，所以不绝对收敛•又 


oo 


n_l 


2 


+ 4 



= (~i + i~i 


+ i 1 - 7T + 


1 I 

—— ••• 1 * 

5 r 

oo oo 

而2] ( — l ) w 去收敛 ， S ( — 1 广 1 J in ^ ~ 1) 也收敛 • 所以原级数 


收敛,是条件收敛. 


oo 


(2>S 


(3 + 5iy 

n\ 


oo 


2 由正项级数的达朗贝尔比值法 


oo 


6 1 




知， W 收敛，所以原数绝对收敛. 


(3) E 


n 


Inn 


匀忐油比_油 勸忐 > 占 


争 
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所以级数不绝对收敛. 


当 




Zk 时，级数化为2 是收敛的；当 


2^ + 1 


- 1) 


时，级数化为^ l n (2^ + T ) 也收敛，所以原级数条件收敛* 


(4) S 


1 + 5 i 


co 


S 




是公比大于 1 的等比级 


数，不满足必要条件，所以 发散. 


(5) 因为 


S 


COS1/2 


丄 

o« 

-一 A U 


e n + e 


e 


oo 


j2j\ 
u 11 = 0 \ 


+ yS 


oo 


其中 E 


e 


n 


oo 


(6) S 


发散， 2 


+ i ) 


If 


收敛，所以级数发散. 


OO 




n 


V2 


，由柯西根值法，级数收 


敛，所以原级数绝对收敛. 


例8 设 lim % = f ，证明 


lim 


• * • 



A 


(芒为 有限复数). 


证设〜= A + 也， 6 +仿，则 a 

中的同一极限(柯西定理），有 


H 


，么 — &由实数域 


lim 丄 （ a ] 

n-^co n 



+ …+ a n ) = a 9 


lim — (6 2 + + •■• + b n ) = b f 


所以 lim 丄 (A + + … + O = $• 

«-^oo Tt 

例 9 证明柯西不等式 

成立，其中 a k ， b]Xk = 1，2,…， w ) 为复数. 
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证用二次三项式判别式的方法来证.令 

I 

4 = 文1心1 2 ，^ = 2 \ bk \\ C = ^ a k b k , 

k— 1 k^=l *=1 

n 

有 + IM ) 2 

k— l 

n 

^ ^(\ a k \ z x 2 + 2 \ a k b k \x + |^| 2 ) 

*=i 

= (S i a *l 2 ) x2 + 2 S + 2 l 6 *l 2 > 。， 

™ 1 if — 1 n— 1 

即二次三项式 Ajr 2 + Wx + 5^0. 

oo 

由不等式性质知乃= ^\ a k b k \^ C ^ 0 ,y = Ax 2 + 2 Dx + 

n= 1 

B 给出其抛物线位于 * r 轴上方，至多与: r 轴有一个交点.因此，判 
别式 

(2 D ) 2 - 4 AB < 0 =^ D 2 < AB 
成立，故 C 2 < AB . 命题得证. 

第二节幂级数 

■ 1 

■ : . 

主要内容 

.1 

1设 {/*»} (» = 1,2,…）是一复变函数序列，人00在 D 内 
有定义，则表达式 

QQ 

= f\(z) + / 2 (Z) + … 十 人 ( 之 ）+ … 

rt= 1 

称为复变函数项级数； 

S „( z ) = / j ( z ) + / 2 ( 2 ) + …+ f „( z ) 
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称为复变函数项级数的部分和. 

«=1 

对于心6乃，若 lim /«( z Q )= SU 。） 存在，称级数在％ 

^ n ^°° it^i 

收敛， * SO 。） 为它的和.若级数在 D 内处处收敛，则其和是 D 内的 
一个和函数 

S(^z) = /i(2：) + /2( 之 ）+ …+ /«( 之 ）+ …. 

oo 

^^c n {z — z^y = c 0 c^z — z 0 ) + C 2 (z — z 0 ) 2 

n= 0 

+ … + c n {z — z 0 y + 

oo 

或 ? i C n^ n = + C X Z + (2之 2 + … + C nZ n + **• 

n = 0 

称为复变幂级数，简称幂级数. 

2. 阿贝尔 ( Abel ) 定理 

OO 

如果级数 He /” 在 z = z 。 o 。 尹 0) 收敛，则对满足 \ z \ < 

n^O 

Uol 的 h 级数必绝对收敛.如果在2 = &级数发散，则对满足 k I 

> k 。 I 的级数必发散. 

一 个幂级数的收敛情况，可 分为： 

(1) 在全平面处处 收敛； 

(2) 仅在原点 z = 0 收敛； 

(3) 在以原点为中心的捆周 G 内，级数绝对收敛;在 Ck 外，级 
数发散 . C ^ 称为收敛圆，的半径称为收敛半径. 

收敛圆周上级数的敛散性，根据具体情况分析确定. 

3. 收敛半径的求法 

OQ 

幂级数的收敛半径，有以下三种 求法： 

(1) 比值法 如果 lim ^ = A , 则收敛半径 R = \. 

if—^oo C n A 
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(2 ) 根值法 


如果 lim VT^T = 户 # 0, 则收敛半径 R ^ 


(3) 柯西 - 哈达玛 （ Cauchy-Hadamard ) 法 如果 lim y\c~\ 


=户，则收敛半径尺= — *TIm 称《 — oo 时的上极限 • 

rt-^oo 

若户= 0,则尺=+①；若户=+ 00,则 R = ()• 
4. 幂级数的运算性质 


oo oo 

(1) 设 / O ) = ^^ a „ z n jR = r 2 ^ g ( z ) — = r 2 ，贝 ! J 

»=*0 n~ 0 

oo oo oo 

f ( z ) 土 gM = 士 = 21( 〜士 乂 ）， M < 尺， 

fi = 0 « = 0 ji=^0 

oo oo 

/ o )《 o ) = 2 a 〆 • S 6 〆 

n = 0 n = 0 

oo 

= ^ j ( ab 0 + + … + a 0 b n ), \ z \ < R . 

o 

其中， /? = min(r l9 r 2 ). 

， oo 

(2) 如果当 | 2 丨 < r 时， / Or ) = 2。 〆 ；又在 \z I <尺时，发(之) 

»=o 

解析且满足 \gM \ < r ， 则当 </? 时，有 

. 7 * 

oo 

/[>(:)] = s 山⑸]' 

a«bO 

这个代换运算，相当于髙等数学中的复合过程，是将函数展开 
成幂级数的一个有效方法. 


5•设幂级数一％ )” 的收敛半径为尺，则 

% 

oo 

(1) 幕级数的和函数/00 = — a )” 是收敛圆 |^-a 

«=*o 

< 及内 的解析函数. 

CO 

(2) 和函数 / O ) = 在收敛圆内逐项可导，即 

«=0 
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f (z) = ^nc n (z — a) n ~\ 

n=l 

oo 

(3) 和函数 / Or ) = — 在收敛圆内逐项可积，即 

/I = o 

r ■ 

f(z)dz — (z — a) n dz y C G \z — a \ <C 

或 V(DdC = S -ITT^- a)" +l . 

h 3 « + 1 

疑难解析 

1. 阿贝尔定理的意义是什么？ 

答阿贝尔定理又称为幂级数敛散性定理,它将讨论幂级数 
的敛散性问题归结为讨论一个点的级数的敛歎性问题.即 ： 若级数 

OO 

在点&收敛，则在一切满足 id < 卜。1 的点 z 收敛；若 

0 

00 

在点％ 发敢，则在一切满足 M > 卜。1 的点：发散.从而指 

OO 

出，对一个幂级数;必存在一正数及，使在 | z | < R 内级數 

收敛，在 kl >及内，级数发散.诨而给我们讨论幂级数的性质提 
供了很大使利，特射是对幂级数及其导出级数敛散性的确定有重 
要的意义. 

2. 怎样确定霉级数在牧敢圓周上的敛散性？ 

答幂级数在收敛圆周上的敛散性有三种情形.一是在收敛 
圆周上都发散，二是在收敛圆周上都收敛，三是在收敛圆周上某些 
点收敛，在某些点发散. 

因此，要根据幂级数的具体情况，对 z 的值利用复数项级数的 

敛散性判别法讨论. 
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例如，幂级数; iy , 的收敛半径都是 i . 但是 

^ „ 72 A 77 


« = 0 #1 = 0 


rt — 0 


^ 因为 Y 40,所以在收敛圆周上处处 发散； 在2 = 1点 

« — 0 #t= 0 


不收敛，在其余点都收敛；^ ^因为有 


n — 0 


n~0 


Z 

n 


n 


2 


，所以在 


« = 0 


收敛圆周上处处收敛. 


3. 怎样实行幂级数的代换（复合）运算？ 

答其原则方 法是: 根据问题要求，对函数变形使原来函数 
/( Z ) 中，出现需要的因式 gCz ) ，得到/[裏00],然后进行运算. 

例如，要将函数展开为 (Z - 1 - i ) 的幂级数，先将函 

数化为含 b -1-0 因式的函数 

1 = 1 _1_ 

4 - 3 z — 1 - 3 i • 1 - 3 [z 一 （1 + i)]/(l - 3 i ) ， 

再按:^的展开式展开，得 

1 一 z 

1 一 [g — (1 + i )] 1 * 

4 - 3 z " ^ (1 — 茁广 1 • 

； eo 

4. 驀级数— 2)” 能否在2 = 0收敢而在 z = 3发散? 

月 _0 

CO 

答 不能. 因为_ 2)" 的收敛掘中心 为：？ = 2,若在 : r 

ji*0 

= 0收敛，则收敛半径及>2•这时，2 = 3在收敛域内.所以 

oo 

不可能在 z = 3 发散 • 

|*=»0 

5. 有了根值法，为什么还要柯西-哈达玛法？ 

OO y - 

答因为对于某些幂级数;可能不存在，这 

°° 

时 nsr ^ f \ Z \ 若存在，则可确定的敛散性. 

rt—OO a 


LA-r a 

例如，对于 ^[2+ ( — 由根值法可知不存 

«=o ”― 。0 

在，无法确定其敛散性.但是 is 77^7=3,所以可以确定 

n-^oo 

文[2 + ( — iri n z n 的收敛半径 R = 

_ n V 


方法、技巧与典型例题分析 


本节主要讨论幂级数的收敛半径、收敛域及和函数，因此要求 
熟练掌握求收敛半径的三种方法.收敛圆上点的敛散性要用实数 
项级数与复数项级数敛散性来确定，以前学过的方法与技巧都可 
以应用.对和函数的求得，要依靠幂级数的运算和性质的灵活运用 
来进行. 

一、 幕级数故散性的讨论 


例1 设幂级数^>〆*的系数单调减少并趋向于零，证 明： 

n _0 

(1) 幂级数收敛半径及>1; 

(2) 若及=1,则除1外，级数在收敛圆周上处处收敛. 

证 （1 鋅因为 iima, = 0,所以当《〉 iV 时，有|屯| 1， 故芦 

n-^oo 

It-^OO 

O 若及 =1 ，可令; c ; = cos 沒+ isin 夕.当沒尹 0 (z ^ 1) 

时，有 
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e 

由狄利赫利判别法，两级数 '^ i a n cosnd 和收敛，级数 

«^0 /1=0 

^ jCl n Z n 收敛. 

n— 0 

而当0 = 0时，如 S $发散，念 g 收敛. 

«= 1 11= 1 

例2 讨论幂级数 ^( y +1 — /) 的敛散性及一致收敛性区 
域. 



n 


2>紐 


cos ^ - cos 


n + 


解 因为部分和 » y +1 — ?) =? +1 — 1，所以，当 M < 

*=0 

1 ^ S n -►— 1;当2： = 1 时，& — 0;当 z = — 1 时 ， A 不存在；当 Z = 
e itf 而0#0(即 | z | s l ， z 尹 1) 时，因为<：0&；|0和3〗如0都没有极限， 
所以也不收敛;当 kl > i 时，乂 — oo . 

p-- 

综上所述，; f >" +1 - Z -) 当 IH < 1和之=1时收敛. 

||»0 

当 kl < r < a 「 时，级数一致收敛，因为此时， l ? +1 — A < 
|? +1 丨+ 即在 | z |< r < l 内必一致收敛•但在< 


1内不一致收敛，因为当 z = 1——^时 〆 1 — ¥ 0. 而若一致 

w — h 丄 

收敏到一 1，对充分大的 ”应有 M + 1 — 1—(一1)〗= k |” +1 < 

f i • - • • r 

e ， 即 M < 1，与收敛到一 1 矛盾. 

例3 讨论下列幂级数在收敛画周上 性态： 


oo 


ms - 


z 


H 


OO 



r 


(2) S 


z 


p 政 


n 


n 


( P 为自然数) 


解 （1) 收敛半径 /? = lim 


n 


1 


Jl—»co 


n 


1. 


当 z = i 时，级数化为 _ ；^，发散. 
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当 >1 = 1 但 2 关 1 时，满足例1条件，所以级数收敛. 


(2) 由柯西-哈达玛法，=1，所以收敛 

k—^oo V 

半径 R = 1. 

令？ = ?，则 = i + r ， 满足例1条件.所以在 in 

▲ 一 7 71 ▲ _ T 71 

rt= 1 ii= 1 

=1上除 ^ — I 外都收敛.从而可知，当|^：丨=1， 〆 # 1，即 z 尹 
e i2 *^ (k = 0，1，2,…，/> — 1) 时，级数 收敛. 

oo 

例4 设幂级数的收敛半径为 R ， 试讨论下列幂级数 
的收敛 半径： 

oo oo oo 

(1) 2 wl ° a -^5 (2) y ]( 2 n - 1)^； (3) y ; 

i*，l n = l I • 

解 （ l ) 的收敛半径为 & 逐项求导得;!> 〆 _»，其 

»•<> i*«i 

oo oo 

收敛半径仍为 心同时 的收敛半径也为及（因为 

11*1 K —1 

oo 

- + 1 - 1>^).再用同样夯法重复进行9次，即得 
*•1 

V_ - 

oo 

故收敛半径仍为兄 

|*_1 

(2) 因为 IS 去，所以 IHiT 7 1(2- — l)aj = I ：.从而 

it"*oo XV h/v 

知2 (2 " — 的收敛半径为 4- 

(3) 设及 >0 •对任 e >0, 当充分大时 H < 丨去 + e 厂， 

所以¥ < (1 ~ /R „t £) \ 由比值判别法 ， iim ^ = 0,故收敛半径 

W J ft I H^QO C n 

为+ oo, 从而， I ； ^ 的收敛半径也是+ OO. 
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当 i ? = 0 时，如果〜则级数化为乏 > Y， 收敛半径为 

«= 1 

oo 

t \, 即可以取任意正数；如果‘ =(«!)%则级数化为收 

| <3 | n=l 

敛半径尺= 0; 如果〜 =(«!) 1/2 ,则级数化为 t； ^17^”，收敛半 

II = 1 ■ 

径为+ °°.从而知，当尺= 0时， D ^ 7 Z H 的收敛半径要根据具体 

/Z J 

情况确定. 

oo oo 

例 s 若; •和; 的收敛半径分别为 n 与 n， 求下列 

n=0 

级数的收敛 半径： 

OO OO 

(1) 士 乂)？ ； (2) ; 

m^O ii^O 

oo 

(3) 2 T zn 

解设。和『 2 都是正实数 . 

(1) 乏; (a„ 士 = ；|>〆士重>〆的收敛域为两级数收 

ii^O « = 0 

敛域的公共部分，所以及 = 


(2) 设 1ST V | a n b n | = 去，因为 

H—^OO AV 

Tim V \ajbj[ < Tim ^ ： \a H \ \b m \ < Inn V | V \b m |, 

«-^oo Jl^oo «-^oo 

即备 ^ ― •士•所以 A > r l r 2* 

ft r x r z 

(3) 设 in^ V Wn/bji = I ，因为 

n—►oo a\ 


Hrn V \a n \ ^ lim V \ajb n \ • V \b n \ 


< Tim V \ajb n \ • Urn V \b n \ ， 

rt—*00 7J—»-oo 
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所以 r < 9 ~ 2 . 

例 6 求下列幂级数的收敛半径和收敛圆 

(1) f>h (丄卜 -1)”； 

n^l n 

(2) 2 ~n } i〆 (a > 0,6 > 0); 

n= 1 ' 


(3) 2 


a(a 1X^2 n — 1) 厶 （& + 1 ) … （i + n — 1) 


nldc + 1 ) … （c + w — 1 ) 

, ^ . _2 


(4) 2 ( 一 1)rt 1 +sin 丄 


解 （1) 因为 c ft = ch 1 


cos 丄，则 
n 


lim 


C n+\ 


lim 


cos 






cos 


1, 


所以，收敛半径 /? = 1, 收敛圆 I 

(2) 由裉值法，有 


1 | < 1 . 


lim 




lim v^l / 1 a " + ib m \ = l \ m ( a 2M + A 21 *) 


因为 

所以 




max{a ,6} ^ ( a 2rt + b u y /Zn ^ 2 l / ZH rnax { a f b } 

lim ( a 2x + b 2n ) 1/Zn = max { a f b }^ 


l/2n 


即级数的收敛半径 K 




max { a ，6} •收敛圆 kl < max { J ，6}. 


(3) 由比值法，因为 


lim (a t- n } {b t W ? 


(M + 1 )(C + W ) 


1， 


所以，收敛半径 = 1，收敛圆 \ z\<h 

(4) 由根值法，有 


lim 


(一 i) w 1 



sin 


lim 1 + sin —— 

n 
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SITT 


1 + sin 


lira 


故所求收敛半径为 


l/sin- 


71 


. 收敛圆 k I < e . 


例 7 求下列幂级数的收敛 半径: 


oo 


a) S 


.n 


(/ > 为正整数）; 


OO 


( 2 ) 2 


in t ) 


蜃 


n 


(3) 2 (1 + 


(5) S 


0 \ lniw I 


解 (1) 因为 lim 


(4) S 
«=*1 

OO 

<6 >Z 


jiu* 




C n + l 


lim 


p 



1 


(2) 因为 lim 


c »+i 


lim — 

n-^oo V, 


0 + 1 ) 

1 + l / n ) 


1，所以尺 =1, 


，所以尺 = 0. 


(3) 因为 li 


“+i 


(4) 因为 lim V | c 7| 


"( J ^2 ) l,+1 , — 

lim --- = / T ， 所以，尺 

一 （ V2Y 
=1，所以只=1. 






(5) B 为 


c n = l /| lnin |” = [ l /( ln 2 n + ir 2 /4)] #,/2 » 


lim V \ c n I — lim [ l /( ln 2 ” + w 2 /4)] 1/2 = 0, 


i«— 


所以 R 


* 


(6) 因为 lim Vk | = lime 1 ^ 1 ^ = lime 加 )Vrt = 1， 

«-►©* _ n^co 

所以 /? = 1. ~ 

一般地，求收敛半径首先想到的是用比值法.当 G 是某个因式 
的《次幂时，我们选用根值法•当根值法无法求得极限时，可选用 
柯西-哈达玛法. 

r ' 

在解题中，有时可以用求极限的技巧，如题 (6) 中的= 

(«^) lA = 用洛必达法则易求 
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lim 


Inx 


X 


lim e 


/x 


1， 


所以 ， A 


例 8 求下列级数的收敛 半径： 

oo 

(1) 2[ 3 + ( — l ) rt ? (之 一 1)” 


(2) 文 (-1) 


z 


In 


0 


2 nl f 


(3) 1 + ^ + 


Z' 


參 


■ 2 


2 T 3 + 


« • * 


# 


z 


2n — 1 


1 • yl 



X 


Zn 


+ 


參鲁參 


華 


(4) 

«= 1 

解 （1) 因为 [3 + (—1)"]” 是振荡的，由柯西-哈达玛 
法，有 


Hm V \ c H \ = Tim 7 [3 + ( — iyy = 4- 

所以，收敛半径灭 = 士，收敛圆1丨< 

4 4 

(2) 因为 Q = (― IV gy 振荡, 且为缺 项级数，用埋 (1) 的方 
法，有 


Inn v|cj = lim 7 l /(2«!) 


0. 


所以，收敛半径 /?= 
(3) 因为 ^2«-1 



泰 


2 n 


— 1 


_ 




u-\r 

lim v \ cu-i I = lim 


gii 一 1 令 - 焱 ” <^n 

n/iZn-l) 


_ 


，所以 


U— 1>/(2»-1> 


V 6 


lim V 


c 2 „\ = lim 


r -i \ 


1/2 


1/2 


/6 


于是，收敛半径及 = ve . 


(4) 因为当 丨 <1 时 ， /z — 1 ^ \n -\- a n \ <w + l ， 而 


9 
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lim \n + 0^7 = 1 ， 

«-*-00 

所以，收敛半径及 = 1，收敛圆 kl < i _ 

当 | a | > 1 时， lim ^\n + a "\ = | a |, 所以，收敛半径尺 




收敛圆 


例 9 求下列幂级数的和函数 


■v -w 

(1) 2(" + 


(2) 艺(2” - 1)，; 


0 


(3) 艺 (- ir^ l nz n ； 


(4) 办 ― ir 


n 


(2/ i)T 




解先求收敛半径，再求和函数. 


(1) lim ^±1 


分性质，得 


lim ^l 


1，故收敛半径及=1•由逐项积 


tz 00 

。2 
J 0 #t«0 


{n -h Dz^dz 


= T 

#1=^0 1 


所以 + 1)^ — ( YZI 

n=0 \ 丄 


(1 一 2) 


2 > \ z \ < L 


(2) liml^i =lim ^^1 = 2,故收敛 半径尺，所以 

/l*«0 C n ll^oo Lt 1 Li 

2(2” 一 i)f = 2 玄 r- 1 - x^Y z ~ Y^- z 


(1 — 2 z ) (1 一 z ) 


， H 〈丢 • 


(3) Um ^ =lim ^ 

rt-^OO C n H-+-00 Tl 


1，故收敛半径/? = 1.由逐项积 


分性质，得 


w 

2] (— l ) n nz n ^ l dz = 2] (— 1)" 〆= T 

. _ ， “ — ^ ， A 



所以 


S ( - 1)w_1 = (rf 


(1 + z ) 


2 


， kl < 1, 
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(4) lim 


h-^oq 


C n+\ 


c 


n 


lim 


»- 


(2 n + l )(2 n + 2) 




0,故及 =+ oo .由 


逐项求导性质，得 

oo 

S r ( z ) = l) n 


z 


2n-\ 


n 


oo 




(2 n — 1) I 

2 / 1-2 


-2(—1) 


it 


Z 


2» 


if— 0 


(2w)! ’ 


z 


n 


(2 n - 2)1 


2(- i ) 


z 


2m 


(m = n — 1)* 


n = 0 


(2 m ) I 

n ~~ \j 

由此得出 S rr M = — S f ( z ) f 

即有微分方程 S , f M + S f { z ) = 0, 

解得 S ( z ) = Acosz + Bsinz , A y B 待定 • 


由 /(0) = A 


S (- i ) 


n 


z 


Zn 




(2 n)i J 


A 




/'( 0 ) 






sinz + Bcosz 


( — 1 ) 


it 


z 


2»-l 


n; 


(2 n 一 1)! _ 


r-0 


0=^B = 0 . 


故 


2(— i ) 


n 


z 


u 




(2 n)f 


COS 2：, R = + 


例 10 求下列幂级数的收敛半径 

⑴念 (一 i 广 户、 


( 2 ) 2 


n 


\z — 1 )‘+' 


解 这是两个缺项级数，且有 A = 0, 不能直接利用公式求 
&如 同高等数学中 缺项铒 数一样，可直接用达朗贝尔比值法和柯 
西根值法来求. 


(1) 记人 O ) 


( _ i )"- 1 — 


1 


0— 1 ，由比值法，有 


lim 


n. 




2ii+1 


lim (2 n + m n \ z \ 

(2 n - 1)2 2 杆 1 卜 1 


去 M 2 . 


參 
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警 


要 jizi 1 2 3 < i 级数收敛，故 ki < / r ， 级数绝对收敛.收敛半径 


(2) 记 A &) 


ir 


(«+1> 


，则 


lira V \ f n M I = lim 


(z — 1 严 +1) 


lira 


k — 11 


+1 


_ fo , 若 I 之 一 l 丨 < l ， 

_ 若 k — u >；[. 
所以， k 一 l 丨 < l 时绝对 收敛* 收敛半径及 = 

例11 利用幂级数的和函数计算积分 


oo 


^ z n ) dz , Cx \ z \ 


一 1 


解在 ki 


<★内， 2> = t + r ^ 

#i= 一 1 丄 


，所以 


， r / 1 -I 

0( z n ) dz — O h q - dz — 2 冗 i + 0 = 

f Jcl z 1 — z ] 

二、关于幂级数收敛性的证明 

由于幂级数在收敛域内收敛，且一致收敛，其和函数是解析函 
数，因此，可以利用解析函数的性质来证明幂级数的收敛性与绝对 
收敛性. 


oo 


例12证明 ：几何 级数乏>•具有以下 性质: 

(1) 当 M <1时，级数"收敛； 

(2) 在 kl < r<l 内，级数一致 收敛； 

(3) 在 kl < 1内，级数不一致收敛. 

证 （1) 当 k | < 1时,如同高等数学中的情形一样，有 


lim5 rt (2r) = lim 


1 一 f 


+i 


所以，级数收敛. 


oo 


(2) 在 M < r<l 内，卜 < r \ 而级数 收敛，由魏尔斯 


0 


209 




特拉斯判别法，知级数—致收敛. 


n 


(3) 在 k 丨<1内，对无论多大的〃，取=为正实数时，有 


n~hp 

«+1 


令/> = «，取二 


n 


n + 1 


iW — Z 
11 — ^ 


< 1，则 


p 


z n ^ l {l — z p } 
1 — z 


11+ p tt 

p 


§ 


Z 1 


1 - 

( 1 

1 + - 

— n — 

■ 

n J 

\ / 

— 


r\ * 


1 H - 

n 


n 


这是因为 Hm 1 + — = e ， 故当 w 充分大时， 1 + — 

rt—oo \ W / l ft 

oo 

所以在 kl <1 内不一致收敛. 


n 


<3. 


n^O 


oo 


oo 


例 13 设的收敛半径为 /?, 证明： S [ Re (0>* 的收 


n«0 


«^0 


敛半径 > if . 


解因为收敛半径为及,而 


0 


|£Re( 0 ]?| = IReGOII/l < |cj |^| , 


oo 


所以由比较判别法知，;收敛* 




oo 


设; 2[ ReOO ： k 的收敛半径为氏，则 


#***■0 


為 




lim yReXa ^) < lim V | | 


It-^oo 


it-^co 


IT 


oo 


即 S [ R e ( A )] 〆 的收敛半径 


rt = 0 


a »-hl 

m-^oo €L, 


例 14 证明 ：如果 lim ^ 存在,则下列三个幂级数有相同的 


n 


收敛 半径: 
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1 >乂 2 


〆 ， ^?ia n z n ~\ 


证用比值法求三个级数的收敛半径，知 


lim 


n^rl 


lim 


«+i 


0+1 


_ 


lim 


n + 1 


+ i 


即三个幂级数有相同的收敛半径. 


yjKJ ww 

例 IS 设级数收敛，而 ^； kJ 发散，证 明：; Sc〆 的收 


敛半径为 1. 


oo 


证因为 Uc〆 收敛，设 lim 




+ 1 


■rt 


M ^\ ，若互]收 


敛半径为1，则= 
现用反证法证 ;I 




oo 

若0<；1<1，则 k 丨 >1•有 lim ^ =^<1,即2^丨收 


敛，与假设矛盾. 


oo 




若;1>1，则 I 甽<1,从而在单位圆周上等于，是 

n = 0 ji**0 

收敛的，这与收敛半径的概念矛盾. 

综上所述可知，必有 A = 1»所以^ = ^- = 1. 

OO 

例16 如果级数; Sc〆 * 在它的收敛圆周上一点％处绝对收 

ji*=0 

敛,证明:它在收敛圆周 所围的 闭区域上绝对收敛. 

证在收敛圆周上任取一点 Z z 0 ) ，则有 


\CnZ n \ — \C H \I 




kJ kol ' 


CO 


oo 


因为 He〆 。 在收敛圆周上绝对收敛，所以 Skfj 收敛，即 


oo 


绝对收敛.依阿贝尔定理知，级数在收敛圆所围闭 


参 
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区域上绝对收敛. 

例17 证明： 

CO 

(1) 级数在区间 0< Z <1 上绝对收敛,但不一 
致收敛. 


(2) 级数^(_1广一 f 在区间 0<; r < l 上一致收敛，但 

z + n 

不绝对收敛. 

oo 

证 （1) 当2 = 0时，显然级数收敛于零. 

当0<2：<1时，有 


OO 

S 

rt = 0 


Z 

(1 + /) 



Z 

1 - 1/(1 + Z Z ) 



故级数 ciT ^ y 绝对收敛.于是 


2 


Z 

a + z 2 y 



之= 0， 

0 < z ^ 1. 


由 lim z H - 



可知和函数不连续，所以级数 


OQ 


S Zi + z ^ y 在0 < z < 1上不一致收敛. 


(2> 当 0< z < l 时，因为 


Z 


(一 1)*- 
z k 



N 


— ^1 




N + 2 


• • • 


< 


oo 


所以，级数 H 


( _ 1) 



Z 十 W 


上 < 丄 

z + N 〜 N ， 
一致收敛. 


但是 


(- 1 ) 



n 


oo 


z 



>圭，所以级数 2] 


(-1 广 1 


在 
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0 < ^ < 1 上不绝对收敛. 


例18 证明： 在 kl > 1内解析 • 


证 因为 kl > 1，所以 



z 


<1，有 




FI 


n 


0 


Z 


- 1 


1 - 1/z 


— 1 


z —— 1 


即当 kl >1 时，的和函数 


n 


z — 1 


.显然 


z —— 1 


当 


1刻>1时没有奇点，是解析的. 


例19 证明 


oo 


1 + 2 


n 


m{m — I)-** (m 一 w + 1) „ 
-^- Z 


的和函数 / O ) = (1+5：) 


m 


证级数的收敛半径 


R = lim 

« - ►OO 


m(m — 1)."(772 — n + 1) / m(?n — l)“*(w — n) 


n 


警 


O + 1)! 


lim 


w + 1 





1， 


若 m 为非负整数，则级数仅有有限项不为零，此时尺 =+ CO . 所 

f 

以，对任意的 m ， 级数的和函数 / o ) 在 kl < l 内 解析. 于是，级数 
可逐项微分•当 kl <1时，有 

- L * ^ 

、 y .: ， . - 

(1 + Z)f(z) = (1 +^)|： — 一 , + 1)^-, 


n: 


oo 


S 


n 


m{m ~ 1)" •( 乃 —n -\- 1) ^ lt , 1 

(n — 1) ! 


+ <) 


tn 


oo 




(m — l)***(yyg — w + 1) n _ l 
(w — 1) ! Z 


oo 



2 


n 


(m — 1 ) … （m — n + 2) 
In =2 )! 


z 


it—l 
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1 + S 


m0n — D " 如二”十 A )， ! 

(”一1)! 


— mf (z)* 

解微分方程得 

/ o ) = C (1 + z 、' c 为任意常数. 

由/(0) = 1，得 C = 0 .所以，当丨<1，时 

/O) = a + zy\ 

oo 

例20 设级数的收敛半径为 (0 < R <+ oo ) ， 证 

j»= 0 
oo 

明： 级数; E(i + 的收敛半径为 


0 


miniRf 


:ol /• 


oo 


oo 


oo 


证 因为 D (1 + zl ) c n z H = ^ c M z n + ^] zqC m z h ， 而 


0 


0 


0 


lim _ , 所以 

n—^oo C n 


lim ^^| = lim|^k 0 | = ^i. 

Cj|Jcq n^oo C H Jv 


oo 


于是 ^> 〆〆 的收敛半径馬 =- fr . 


oo 


由级数和的收敛半径定理知，; 2(1 + 的 V〆 1 的收敛半径 


0 


min IR , 


kol \ 


例21 设在幂级数 w = 1十2 


中 


，7 W 为负 


1 «! J^[(w + » 




整数，证明 


对所有的 h 和函数满足微分方程 

d 2 w . ^ 、 dzv 


4 + (i + -)@- 


w = 0. 


214 



因为幂级数收敛半径 


« +1 


(« + 1 ) ! {m + j) 


lim 


n 


…] 71( w +)) 


lim(n 4 - l)(?n 


n 


1) = + 


n^oo 


所以， w 在全平面解析，可逐项微分，即 

dzv 

= 


ft *— 1 

_ z __ 

n 

l (” 一 1) ! (w + )) 


m — 


T + ? 


z 


n 


«+l 


1 w ! n ( w +)) 


d 2 zv 

dz 


— z 

” =1 ”！ U ( m +)) 


# 


故 


z 


d z xv 

dz z 

CO 

2 

H=1 



(1 + rn ) — w 


z' 


l»+l 


(n — 1)] J ^[ (m -f j ) 


/ 



(1 + m) 


oo 


m + 


i + S 


z 


»+i 


1 n \ Y[On -f j ) 


oo 


S 


z 


n 


1 


IT 


1 nlY^irn + j ) 


oo 


Z - 


(1 — w) — (m + n — 1) 


«+i 


nr* 

z 


n 


w ! n ( w +)) 



第三节泰勒级数 


主要内容 


1. 泰勒定理 

设 f ( z ) 在区域 jD 内解析4。为乃内的一点，^为 2 。到 D 的边 
界上各点的最短距离，当 k-^al 时， 


/o) = ^jC n {z — z 0 y 

#* = 0 

成立，其中 = -^-/^ Uo ) » n = 0，1，2,…. 

«! 

上式称为 / OsO 在 z 。 的泰勒展开式. 

等式的右边称为/(幻 在％ 的泰勒级数.当 A = 0时，级数称 
麦克劳林级数. 

如果 /0 O 在 z 。 解析，则使 /0 O 在％ 的泰勒展开式成立的圆 
域的半径及就等于从 A 到 fM 的距;2：。最近一个奇点 a 之点的距 
离，即 i ? = | a — z Q I . 

任何一个解析函数在一点的泰勒级数是惟 一的. 

2. 直接算出各阶导数后利用泰勒定理求得函数的泰勒级数 
的方法称为直接展开法. 

借助已知函数展开式，利用幂级数的运算性质和分析性质求 
得函数的泰勒级数的方法称为间接展开法. 

3. 常用的幂级数展开式(麦克劳林展开式） 

= 1 ± 2： + 之 2 士 ^ + …， \ z \ < 1； 


e 








« « * 


\ z \ < OO; 
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疑难解析 

乂 ■ 

1. 怎样理解泰勒定理中为巧到 D 的边界上各点的最短距 

oo 

离，当 时 , /(SO = SqO — Z 。) 1 •” 这一句话？ 

i»=»0 

答因为 /( Z ) 在 £) 内解析, Z 。 是 D 内一点，而 D 可以是任意 
一 条闭曲线围成的区域，所以 z 。 不一定在£>的中心， Z ) 也不一定是 
圆形区域•根据阿贝尔定理，幂级数的收奴区域一定是一个以点 Z 。 

oo 

为中心 的圆* 所以，当 k 一 Ad I j 时 f /( z ) = _ Z 。)*. 在 

oo 

收敛圆内，级窣;绝对收敛，/⑷解析;在收敛圆外， 

■ t ■ . • 

0 

级数发散•若《是 / o ) 的距％ 最近的一个奇点，则 a 必在收敛圆周 
上，即 d => —〜丨，否则 d 还可以增大. 

2. 与函数 / a ) 能展开为幂级数等价的有哪些命题？ 

答由泰勒定理知，若 / U ) 解析，则 /( 幻能展开为泰勒级数 
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(幂级 数）； 由幂级数的收敛性知，幂级数的和函数是解析函数.因 
此，以下命题与之 等价： 

(1) 函数 / CO 在 D 内每一点都存在一个邻域，函数在此邻域 
内可以展开为幂级数. 

(2) 函数 / O ) 在 D 内解析. 

(3) fM = uU , y ) + 的实部与虚部在 D 内可微，且 

满足 C - R 条件 

du dv 9 u ck ) 

dx dy’ dy dx' 

(4) / O ) 在 D 内连续，并对 £> 内的任何闭曲线 C ， 都有 

O f(z}dz = 0, 

C 

因此，若 fM 在 D 内满足其中一条，自然可以得到其它几个 
结论. 

3. 复 变函数展为幂级斂的条件与实变函数情形有什么不同？ 
答复变函数展为幂级数的条件与实变函数情形相比较，相 

对要弱一些.这表现为'以下两点. 

一是 f 变函数要求存在任意阶导数，而这对于一般函数是难 
以达到的.复变函数只要求 / O ) 在％的邻域内解析，而这是易于 
实 现的. 这是因为对于复变函数来说， /0 O 解析就能保证函数无 
限次可微与各阶导数的连续性 • 二是实变函数还要证明余项趋于 
零，复变函数则不必，证明余项趋向于零是比较困难和复杂的.正 
因为这两点，所以复变函数展为泰勒级数的应用范围就比实变函 
数情形要大得多. 

4. 函数当 I 为任何实数时都有确定的值，但它的泰勒 

展开式= 1 — z 2 + 〆—却只当 ui < i 时才成立.这 
是为什么？ 

答我们知道，实数只是复数的特殊情形.当我们在复数范 
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围内考虑函数时，在复平面内存在两个奇点 z =士 i ， 而这 

1十之 

两个奇点都在函数;的展开式1 — ^ ^ …的收敛圆周 

1十之 

= 1上，所以级数的收敛半径只能等于 i _ 函数;中 z = 

1 十 X 

1( 实数）的情形，也必须满足上述要求，所以，仅当 kl <1时，才 

有 — 2 = 1 —文 2 + 工 4 — •••• 

1 十 X 

方法、技巧与典型例题分析 


在将函数展开为幂级数的时候，首先要注意的是幂级数的形 


式.若展开为泰勒级数形式，则提法 为：在 


%展开为幂级数或 


展开为 Or — %)的幂 级数. 若展开为麦克劳林级数形式，则提法 


为：在 A = 0展开为幂级数或展开为 Z 的幂 级数. 其次是确定收敛 
半径，有时要找出奇点来协助确定.最后是选择哪种展开方法，用 
间接展开法时，除注意技巧(见例题）外还应记清所利用的已知函 
数展开式的形式和收敛 半径; 用直接展开法时，要注意运用求导的 
技巧和归纳通项的形式 • 

一 、直接展开法的运用 
例1 将下列 菡赛 [在指定点展开为幂 级数： 


1 It 

(1) sin --, z 0 — 0 ； (2) tan 之， z 0 = ―； 

1 — z 4 

(3) ^~~2z * z ° ~ 一 1; (4) ln(l + e -x ) , z Q = 0. 

解 （1) 因为 z = 1 为奇点，所以尺 =1 •又 







1 - zj 


= cos 
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sin 


l 1 — zl \1 


+ cos 


— ^ (1 — z) z ' 


sin 


l — z 


cos 


1 — Z 11 — 2 ： 


sm 


(1 — z) 


• 丄“丨 x 丄 

sin r 0^7 +cos - 


代入 z = 0,即得各阶导数值.于是，有展开式 


sin - - = sinl + cosl 9 z -\ — —( — sinl + 2cosl)z 2 

1 — z L 


+ — (5cosl — 6sinl)z 3 —…， 


(2) 因为 z = | •为奇点，所以及=子•又 


tan 


1, 


{tanzY = sec z z 9 {tanzY — 

*= 霣 /4 


(tan 之 ）" = 2sec 2 5 ： tanz, (tanz)" = 

I r »* ir /4 


(taius)^ = 2C2sec 2 ztan 2 z + sec 4 z), (tana ：) 聲 

■■- T _ ■-卜 H 

J 

于是，有展开式 


16 




tan: = 1 + 2 ^ - r + 2 之 


+ n 3 + …， 


4 * 


(3) 因为 z = f 为奇点，所以 = f •又 


c=—1 
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3 _ 2z 


(3 - 2z) 2f [3 - 2z 


z= — 1 


3 — 2z 


(3 — 2 之 ） 3 , 


— 2z 


\ 3 _ 2z J 
于是，有展开式 


(3 _ 2z) 4 \ 3 — 2z 


Z =-1 


4 * 


3 — 2z 


之 + 1 ) + 




+ 1 ) 


+ 


攀癱# 



«+1 


(z + ir + …，/? = 4 , 


(4 ) 因为 ln(l + e^) = l n 奇点为 


z k = {2k + l)7ci (A = 0, 土 1 ，…）， 


所以尺 = 7T . 又 


ln(l + e -Jt ) 


ln2. 


z=0 


[ln(l +e^)] ; 


1 + e : U : 


J 9 


[ln(l + e_:)]" 




(1 + e:) 2 U=o 


[lnCl + e_:)] ff 




(1 + e ^ 3 


[ln(l + e 一 z )] u: 


e g (l — 4e 專 + e^) 

^(T+ e。 4 ~ 


于是，有展开式 


¥ 


z 

万 ㈣ = 0 , 


¥ 


ln(l + e _r ) = ln2 — —z + — 之 4 + …， R = n 


例 2 用直接展开法展开 f(z) = e^sin^ 为麦克劳林级数 . 
解因为 /CO 在全平面解析，所以尺 =+ oo .又 


/( 0 ) 
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f f (z) = e:siru ： + e z cosz — \/^e:sin + — ， 


f'z) 


/y 作斗 + fj’ 


x «) 


0) = ( /T)Ysinl 2 : + 


nn 


(0) = ( y^2~ Ysin 


nn 


于是， /u ) 的麦克劳林展开式为 


e smz 


11=0 


( 0 ) 




s 

it»0 


(/T)-sin 


nn 


n\ 



例 3 将下列函数展开为幂级数 


(1) f(z) 



sins; ， z 0 = 0} 


(2) fiz) 


解 


W p ，之 0 = h 

(1 ) 因为 fiz) 在全平面解析，所以 



•又 


fM 




3 + Y I smz » /⑻= 0, 


f f (z) = zsinz + 3 + ^r\cosz 9 f (0) = 3, 




f n (z) = 2s：cosz — 2sinz — —sinz, 尸 （ 0) = 0, 


f m (z) 


3 ^sinz 


cosz ， 尸 （ 0) = 0, 


/ ⑷ （ z) =— 3sinz — 4a ： cos: + ^ sinz » / <4) (0) = 0, 


*r 

/ (5> (z) = — 7cosz + S^sinz 



COSJ 2：, / ^ 5> (0) = — 7. 


于是， /( 幻关于=的幂级数展开式为 
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3 




o 


smz 


z s + 


• « • 




十。0. 


(2) 因为是 /( 幻的奇点，所以沢二•又 


fM 


1 + ?， 


/⑴ 


2" 


fM 


2z 


(1 + 之 2 ) 2 


， 尸 （1) = -^ 




2 




一 2十6之 

(丁 + 办’ 

24^ 一 24之 3 

(1 + z 2 Y 


尸 （1) 


尸 （1) = 0, 


/ (4 )(之） 


24 — 240 ^ + 120 ^ 

( iTz^y 


X4) 


( 1 ) =— 3 , 


于是，/00在 z = 1的泰勒级数为 


1 +之 2 


2 


f(z - V + j(z 


1) 


— 77( 之 — I ) 4 + …，尺 = v 2 * 

4 ! 

二、间接展开法的运用 

一个函数的泰勒级戥是惟一的,但展开函数为泰勒级数的方 
式却是多种多样的.为了节省篇幅，我们在下面的例题中，每题只 
给出^种解法，而且木一定是最佳的，只是介绍每一种解法的运用 
过程和应注意的问題，供读者学习时参考.读者可利用这些方法寻 
求最佳解法. 


1. 常用代换法即利用代换 


使用这一方法，特别要注意 


1 — z 


2:% \z\ < 1 


0 


1 — z 


时， kl < l 这一点.因而对 


-/ft ) ， 应有 |/(2:)| <:L 


例4 将 /0 O 


3 — 2z 


分别展开为 z 和 r + 1的幂级数，并 
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參 






求出收敛半径. 

解 （ 1) 展开为 Z 的幂级数，即 


而 


Z 


3 — 2z 3 1 — 2z/3 3 

< 1 ，即 h <4. 


n= 0 


Z 


n 


(2) 展开为 U + 1) 的幂级数，即 


3 — 2z 5 1 _ 2 ( 之 + 1)/5 5 


*w~w 

S 


n = Q 


2 


0 + 1)% 


而 


+ 1 ) 


< 1，即 I 之 + 1| < 


例 5 将 /O) 


解 因为 z 




4 — 3 ^ 


在 ^ > = l + i 展开为泰勒级数 . 


4 


是 fM 的奇点，到 2。= 1 十 i 的距离为 


所以尺 


4 — 3z 4 — 3[ 怎 —（1 + i)] — 3 — 3i 

__1 

、 1 ~^3 i 3[^ 一 （1 + i )] 

^ 1 :. 1 ，: / 

, _ 1 - 3i _ 1 - 3[z - (1 + i)]/(l _ 3i) 

t — ,1 f 3 [g — (1 + i)]r 

"l-3i^V l-3i I 

• i 

= 々 3"[g - (1 + i>? 

一合 (l — 3i)， +1 . 

2. 代换法(复合变换法） 

将 / O ) 变形为含所需因式的形式，然后利用已知函数展开式 
求得幂级数. 

例6 求 sin 关于^的幂级数. 

1 — z 

解 由 shlz 的展开式，得 
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sin 


S 


n = 0 


(—ir [ z 

( 2 n + 1)11—5： 


2«+l 


3! 1 


+ 


H~ 1 


(- ir 


( 2 n + 1)! 1 1 — 5： 


+ 




O + 之 2 + 之 3 + 


暑暾 • 1 M ■■ 


o 十 Z 2 十？ + … ） 3 + 


鲁争 • 




+ 之 2 + 1 — 7 T U ； 



— 3 — U 4 + 




z + z 2 + — z z + — z ^ + •••• 


因为 z = 1 是函数的一个奇点，所以 kl < 1. 
例7 求 y 之+ i 在 \ z \ < 1内的展开式. 


解利用 （1 的展开式 

a/z + i = \ H ™ z/i = \ f \ 


1 + 4 


\/n 


/T 卜 ff + 趣 ^ (f) 2 

1 -+ 士 z 2 + ••• , |z| <C 1. 



舞攀# 


例 8 求 cos ^ 的麦克劳林级数. 


解 


cos^z 


利用 cosz = 1 一 §[ + !? 




+ —cos 2s ： 


1 , 1 r , ( 2 z 

2 T 2 L 2! 


， H <+ oo , 得 

( 2 z) z t ( 2 z ) 4 


1 

— • * * I 


1 — 


2 z 2 



2 3 : 4 

"TT 


2 s ? 


+ …， 1 之 I 〈+ 


部分分式法 


当 /@) 为有理分式 T 函数时 > 可以将 /00 分解为部分分式，然 
后再利用已知函数的展开式求得所需幂级数. 


例9 将 / U ) 




解 


〜（之 + 1)( 之 + 2) 

f ( z ) 的奇点为 r =— 1和一 2,所以 R 


展开为 U — 2) 的泰勒级数. 
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(z + l)(z ^ 2 )~ Z + I 


+ 





3 1 + (^ _ 2)/3 

G 「一 u — 2)r 


+ 


n =0 


IHS [ 


4 1 + (: — 2)/4 

「 _ (z — 2) 1 w 


S (— D 


«+i 


2 T 


_rt+l 


« —0 


if = 0 




例 10 将 fM 


4 z 2 + 26^ ~h 36 

(之 + 3 ) 3 (z + 2) 


展开为 z 的幂级数. 


解 /O) 的奇点为$ =— 2 jZ =— 3,所以 i? 




而 





0 + 3) 


TTT /2 

— 2 f 
之+ 3 j 


S (- d - 


， \z\ <2, 


»»»0 


r °° 

s 

^ M «-0 


It 


(- xr 


文 (-1)” +1 ^^"- 1 ， ki <e, 

n^O ° 


所以 JM 关于 z 的幂级数为 



S (-1 严》 


«=—0 


4. 微分方程法 

利用被展开函数的导数与函数的关系建立关于函数的微分方 
程，通过对微分方程逐次求导解出各阶导数，然后得出已知函数的 
幂级数 ，一 般适用于难以找到可利用展开式而其导数又保留原来 
函数因式的一些函数. 


将 /0O 


丄 1 'rj w J + 兄 . 

解 /CO 的惟一奇点为 z 
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展开为 z 的幂级数. 


1，所以尺=1•因为尸 Or) 





: r ^/ G ) ，于是建立微分方程 

(1 + z)f{z) — zf(z) = 0. 

对微分方程进行逐项求导，得 

(1 + z)f rr {z) + (1 — z 、 f 、 z 、一 f(z) = 0, 

(1 + Z 、 f m (z 、+ (2 — z)f r, (z) = 0, 

由于 /(0) = 1，顺次代人各方程，逐个解得 

尸（0) = 0,尸 (0) = 1，尸 (0) =— 2,…， 

所以， / U ) = 的麦克劳林展开式为 

= 1 + 香之 2 - +之 2 + …， kl < 1. 

例12 将 展开为 z 的幂级数. 

解 函数只有惟一奇点1， 所以尺 =1•令 / Or ) = 
，则/⑷= -^]： z yf ( z ). 得关于 fM 的微分方程 

( l - zyf ( z ) - f ( z ) = 0. 

对微分方程逐次求导，得 

(1 —之） 2 尸(50+(2怎一 ( z ) — 0, 

(1 — zYf m iz ') + (Az 5)/ ;, («) + 2/ 1 ( z ) = 0, 

由于/(0) = e ，自 上至下逐个方程代人，解得 

/’ （0) = e , 尸 (0) = 3 e , 尸 (0) = 13 e ， …， 

所以的麦克劳林展开式为 

e 1_ : = e( 1 + ^: + -^-z 2 + 装 z 3 + … j ， \z\ < 1. 

\ o ! 

5. 逐项求导法 

当函数可以表示为已知展开式的函数的导数时，由幂级数可 
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以在收敛圆内逐项可导的性质即能求得函数的幂级数展开式 

例13 求 / O ) =七在^。= _ 1的泰勒展开式 • 

解== 0为/(幻惟一奇点，所以尺 =1. 


1 

f -11 

f 

« 


l ^ J 


_1 — O + 1) _ 


= [1 + O + 1) + (之 + I) 2 + …] ' 

=1 + 20 r + 1) + 30 + 2) + … 


= 2(” + 1 )(之 + 1)% \z \ < L 

n= 0 

例14 求 / O ) = 7 ―的麦克劳林展开式. 

(<2 — Z) 

解 2： = 是 / o ) 的惟一奇点，所以 R = a . 


b 


a 一 z 


b 


a — z 


b 1 

a 1 — z/a 


b 




n = 0 


y 

a 


b_ 

a 


2 




春 _ * 


b 


(a — z) z 


b 


a 一 z 


a 


S 


z 

a 


b 

a 2 


oo 




z 

a 


i 


b 


oo 


a 


2 


+ 1〉 


ii*0 


z_ 

a 


4fl + 2— + 3^ + 

a 6 a 


(a 


2 


^(a — z) 


2 


b 

2a 




oo 


2 


_2> + i ) 

匕 if —0 


f )] 


2?S (w + 1)(n>2) (f 


鲁 


ii^O 


a 


b = b f 1 

(d — z)* +1 k 人 a — zY 
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b 「 (« ~h 1) *•* + 是 一 1) 

卩 L; ^ (kTTVi 



b 


>+i 


s 


(n + l)-" (n + 裊） 
々！ 


kl <kI* 


6. 逐项求积法 

当所给函数为某已知展开式的函数的积分时，可利用幂级数 
在收敛圆内可以逐项求积的性质，求得所给函数的幂级数. 

例15 将 arcsine 在 z = 0展开为幂级数 • 

解 因为 


arcsine = 




所以2； =士 1为奇点，灭= 1. 


"Z 


arcsin : 


■t 


z 


✓T 

dz 

— 之 2 

OO 

«*0 

(2n)\ 

2 2w (n!) 2 

+ — 
1 

1 3 丄 

~ 7：^ + 


(1 — z 2 )~ l/z dz 


z 


* 




3 


2 2 • 2 ! 




» # 肇 




kl < 1. 


例 16 求 ln ( l + d ) 的麦克劳林 级数. 


解因为 [ ln(l + ^)T = T^2 = 1 )W 所以之 

^ ^ Z n_0 

=士 i 为奇点，及 —1. 

00 

ln(l ™f z z ) = 2:2( — \Yz u Az 

Jo ”，o 

1 ■! ■ 

，■ ■ ■ L ■■ 

= 2^(-IT ^72^, 

7. 幂级数乘法 

* * 

当所给函数可以分解为几个已知展开式的函数的乘积时，可 

以利用幂级数的乘法去求幂级数展开式.乘积的项一般用柯西乘 
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积来确定，但很难写出其通项，而且计算比较繁冗 • 
例17 求 e ^ sin ^ 2 的麦克劳林展开式 • 


解 e 




2 


1 +么 





4 



之 6 + ••* ， 尺=+ OC , 


* 9 2 

sm ^： = 5： 


3! 


z 



Z 10 + •*•， i? = + oo , 


所以 


rtF * 


e smz 


l + z z + 


z 



z 


21 I 3! 


+ 


« « ■ 


10 


z 


h + h + 


• 擧 * 


z 


之 2 + : 4 H —-— h …， 及 =+ 00 . 


例18 求 e z ln(l + z ) 在点 z = 0 的幂 级数. 


解 e : = 1 


z 


之 2 

万 + 訂 + …， i ?=+ oo . 


ln(l + 5：) = z 


z 


2 



Z 


+ 


• •暴 


所以 


e^nd + z 


1 +之 



2 ! 



z 。 

3i 


+ 


z 


i 


晕* 華 


z 





z 


3 


+ 


争 •番 




z 


1 - 


2 ) 


z 


2 



2 ! 








• * • 


oo # n 

S S 

»™0 ' k*stO 


(一 1) 


(k + 1)0 — 是）！ 


z 


«+l 


I 之 I < 1* 


8 . 幂级数除法 


当 /u) = 时，若 《■<>) 和均在 & 可以展开为泰勒 

级数，且 h ( z 0 ) ^ 0,则可利用长除法求 /( 幻在％ 的泰勒级数.计 
算时，一般按升幂排列.长除法计算比较麻烦，尽量不采用. 


例 19 求 /( z ) 


e 


z 




1 +之 


的麦克劳林展开式. 


解 e 


Z 


1 + 2 ： 4~ 7TT 4" 


3 


2! 3! 


fy + f 7 + …， K 


+ 


m 
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列出计算式 如下: 


z 


2z- 


9z ： 442 

TT ^ IT 


2 


Z 


Zi 


3T 


zL 

4 l 


z 5 


z 


2 : 

2 ! 


z 


z 3 

IT 

z 3 

IT 


T ! 


T [ 


4 




z 3 


37 24 


i 

4! 

4! 


+ 




z- 


2 


44 


z ? 


44 


z 5 + 


所以， 


e 


1 + 之 


的麦克劳挤展开式为 


e 


z 


1 七怎 


1 



Z 


t 


2 ,3 


争 


Z S + - Z 

4! 


44 


十 


_ « 參 


kl < l. 


例 20 展开 tanr 为 z 的幂 级数. 


解 因为之 


7t 


为最近奇点，所以及 




tanz 


^ — -L z ^ 4 - —z 

sin 之 6 120 


5040 


z 7 4~ 


• * * 


COSJC 


1 — — 21 2 -|_— 2： 4 — ^— 

丄 2 卞 24 720 


之 6 + 


■ 攀 • 


» 
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參 




= 之 + 专 + + 十…（计算式略) • 

9. 待定系数法 

待定系数法是先设定要展开的函数的幂级数的形式与系数， 
然后利用恒等式比较解出各系数的值，关键是构造一个恒等式. 


例21 将/(^) 


z 




e z - 1 


展开为2的幂级数. 


oo 


解设 / O ) = 由 （& — 1)/(^) =之，而 


fl SSS 0 


e 


z 


1 —I— —I— —— *4— 

1 ^ ^ 2! ^ 3! ^ 


泰•攀 



z 


+ 


攀》_ 


建立恒等式 


,3 


之 J2T 

之 = (^0 + ^! + C 2 Z 2 + …）|2 + ^" + 5 + 


«攀 ■ 


Co 之 + TT^o + q 之 : 



c 0 



Cl + c 2 + 


參 ■ * 


比较两边系数，得 


^0 ~ 1， 


Co 


2 


C 0 + C x = 




A 

7。 


+ Q = 0， c 2 


12 


又， f ( z ) 的奇点为 2 kni (A = 0, 土 1，…），所以及 = 

- - ■ 丄 i 

/(g) = e< = 1 — "^ + 為怎 2 + … ， I 之丨 <2 兀 . 

- -■ ■- 9 .' 

例22 写出;的麦克劳林展开式. 

z t 

解函数^ fe 原点最近的奇点为士 +，所以及= +• 

COSJZ ： Z L 

^2 oo 

设 / U ) = -^― = 2<： 〆 ，则由 e * 2 和 COSZ 的展开式建立恒等 

cos 之 
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式，有 




,4 


21 


+ 


#« • 


= O 0 + c z z z + C 4 Z 4 + …） 



• • * 





m » « 

聲 


比较同次幂系数，得 



e z ^ 90 

故 -=1 + —z 2 + —z 4 + … ， | 之 | <C 兀 . 

cosz 2 24 

注偶函数展开为的幂级数只含偶次项和 COSZ 都是偶 


函数，因此;^也是偶函数，其系数只需设 q ， c 2 ， c 4 , …即可 • 

10. 组合法 

将两个一起可以构成一个复函数的函数，利用欧拉公式组合 
起来，再展开为幂级数，然后根据实部、虚部间对应关系，求得所需 
展开式. 


例23 将 e * sinz 展:为 z 的幂级数. 

解因为 e ^ iiis ： 和 e * cosz 均在复平面上解析，将它们分别作 

.1 

■ S 

为实部与虚部，利用欧拉公式，得 

I 


-■ 

cosz + ie^sins: = e* (cosz 十 isinz) = e 




e 


/l r( coa| + Uin|) 


oo 


S 




( 广 • f cos 〒 + isin ^ 

4 4 




同理 


z 


* jr * 


cosz — le sinz 


( l - i )* 



将两式相减后除以2,即得 
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e^sinz = 广 sin 

«=o 

将两式相加后除以2,即得 


nn z 


n 




n \ 


l^i < + 


co 


e z cosz = SC/T) n cos 


7in z 


n 


z 


n 


<+ oo. 


实际上，一个函数展开为幂级数的方法是多种多样的，一题多 


解的情况更为常见. 

如还可用幂级数乘法展开 


e sinz 


1 +2 



2 ! 


z 


3 


3! 


+ 


_ # 鲁 


z 


3 


Z 


3! 



z' 


■ ■ _ _ * * j 


2 y 之 3 - + 


* • • 


kl < + 


化为指数函数，有 


x 


e^smz = e* —r(e u 

2 i 


o 去 [ e<1 +° 


e 


(1 一 i)j 


] 


oo 



(1 +i )”一 (1 - i) 




2 


0 


n] 

sin(nx/4) 
n\ 


z 


n 


a 


z \ 


用直接展开法，有 


f (z) V^^^sinj z 



n 

4 j 


f (0) = v^sin 


n 


I ， 


f f (z) = ( /2")Vsin| 2 + 孕 ) ， f f (0) - ( /2") 2 sin ^ 


f M (z) — ( V~2 )" e * sin ( z + , f U} (0) — ( •/ ~2 )"sin 

\ 4 / 4 

所以 e * sin ^ = 2( / T )« Sin 0 7 /4 ) ，， k |<+ oo . 

三、利用幂级数展开式证明问题 

一些关于解析函数的命题、不等式或等式，由于函数解析与函 
数可以展开为幂级数等价这一观念，可以利用函数的幂级数来证. 
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例 24 利用 f 的麦克劳林级数， 证明： 

(1) 对任一复数 z ， 有 | e z _ 1 j < e ul — 1 < \z\e lzl , 

(2) 当 0< k| <1 时， +1 之 1 < |e: — l | < jkl- 

证 （1) 由 f 的麦克劳林级数知 


| e ^- l | 


2! 3! 


< U 1 + 


1 之 



+ 


ut _ 




< kl 1 + 


(2) 当 0< <1 时，有 

| e r — 11 < Ul ( 1 + + Jj * + 


Nt 1 + 


d 丄 kl! 丄 kJ 


M 


+ 



+ 


| z | e |x| . 


••• 1 


( e 1 — 1) |z I < — |zU 


| e : - 1| > |:丨(1 

{ k * 

= I 之 I 3 


争華攀 


一 : 1 + l + ^ +A + …)] 


(3 — e l ) \z\ > — 1^|. 


例 2 S 试证黎曼函数 


WW 

⑼ = 2^ = 2 


slnr 


( Inn 〉 0) 


在点 z = 2 的邻域内可展开为泰勒级数，并求收敛半径. 


oo 


证因为 |e 


,z 


，所以级数 llw 在 Re ( z ) = x > 1 


n 


时收敛. 


对任意的工。 = Reiz 0 ) 〉1 ， 当 Re ^ > ： r 。 时 ， |e 


«lmr 


< 


W x o 


.而 t 是收敛的 ( 心 > 1), 所以 


jelfui 


n 


? U ) 在 Re ( z )> 


n 


x , 上一致收敛， fO ) 在半平面 Re ( z ) > 1 内解析 • 于是，在点 2 
的邻域内可展开为泰勒级数，即 
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仏） = s 




n = 0 


n 


(z - 2)\ 


由维尔斯特拉斯定理，有 


r ”） （之） 


2 


e 


a:lnJt 


in) 


文 (- ir(lnkye^ zln \ 


k 


即 

所以 


r ⑷ (2) = ( - ir 艺 


k 


(Inky 

k 2 


⑹ = s 


(- ir 


n = 0 


n 




(Inky 


(z — zy = 2 C| *( Z _ 2)' 


«=o 


其中 




(In 走） 


H 


= 丨 2 _ 1| = 1. 

例 26 若 / CO 在 k —< R 解析，且/(从）丨 < M ，证明 


f(z) - 2 -^^Cz -a) 


< 


M(z — <2)” +1 
R n (R — z 一 a I) 


(n = l ，2,…） • 


证因为 / CO 在 k - a | <及解析,所以有 


oo 


/⑷= 2 


/⑴ （a 


0 


k 


(z — a) 


于是 


藉 


/(:> 一 S 


/ c «( a ) 


0 


kl 


iz — a ) 




身， n+1 


尸) ⑷ 


是！ 


(z ~ a) A 


(利用柯西不等式) 


oo 


M 


^ 2 


(z — a 
M\z - 1 


I: — a I 〈 R. 


R n CR —(之 一 a )) ， 

例 27 菲波那契 ( Fibonacci ) 数列 } 定 义为: c 。 = 0 ， q = 1， 


Cl = 1 ，…， q i + c ，-2 = 2,3，‘“） ，证 明： 是一有理函数 

的泰勒级数的系数，并确定^的表达式. 


* 
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证 因为除 G 外 ， G > 0,所以数列单调增加，且 G < 
2^ i-i (n > 2) ， 于是 

0<c„< 2c„_ 1 < 2K … < 2"-^ - 2 ,,_1 (« > 1 ) ， 

f _ oo 

即 VkJ < 2 ， 由根值法知， 2^" 收敛半径 

11 = 0 匕 


W - W 

设 /( 之） = ^ jC n z % i^l <尺，贝! ] 


>1 — 0 


^, C n Z H = ^ i C ^ l Z n + ^ J C n ^ 2 Z n 


n = 2 


2^- 


71 


S c 〆 - ( c 0 + = f ( z ) 


n~2 


n=0 


= Z 2 ^ t C H - 2 Z n ~ 2 — Z Z 


2>”. 

/i = 0 


z 2 Az) 9 




n~l 


于是 fM — Z — zf ( z ) + 2 2 /(^)=>/(^) 

所以 ，/ U ) 是 z 的一个有理函数. 

展开 f ( z ) 可得 


fM 


[1—2(1+ /5~)/2][1 - ^(1 - / T )/2] 


7 TLl -^(1 + VT )/2 


之 （1 一 V^)/2 


一丄 f 「 ( 1+ /T r-f i- 

/TgLl 2 / 2 f - 

&=44( 1+ #厂一 i 1 — @厂]，”= 

v^L\ 2 I I 2 / 」 

收敛半径等于 fdz ) 的奇点到原点的最短距离，即 

n /T — 1 


HP 


得 


j -\ "画 

/Aj J ，《 = (M， 2 ，.' 


例28 若 f ( z ) 在全平面解析（此时 / U ) 称为整函数），且 
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\ 


TmT 


A /( r ) 


< oo ( A /( r ) — max I / O ) 丨 ） ，则 / O ) 是不高于 n 次的多 


项式. 


证 因为 /( 幻解析，所以 


/(:) = ^C n z n f |/?| < 十 oo_ 


由柯西 不等式 


\ c k | < 々 = 0 ， 1 ， 2 , 


•奢 • 


当々 > n + 1 时，令是 


+ P ( P > 1)，有 


lim 柴 = lim 4 

'-► + c>o r r * oo 


M{r) 


所以，当々 > n + 1 时 c * = 0,即 f(z) 是不髙于 《 次的多项式. 

例29 若 f(z) 为整函数，整数 N > 0,且 lim ^ =々 > 0, 

*-►00 % 

则 / M 是关于 Z 的《次多项 

证 因为 /(«) 是整函数，所以 


/m = u I <+ °°* 


令 


gM 




/⑷ 


/V — 1 CO 

2 


则 gM 也是整函数，且贫 (0) = o /. 


又，0〈々 = lim 


fM 


limgOO , 所以 |^)| < A /， k | < 


• 由刘维尔定理， 〆 之）= g (0) = c N . 所以 


f ( z ) 


S 


C n 




c k z \ 


例 30 为什么在区域 k I < 及内解析且在区间 (一/?,/?> 取实 
数值的函数/(幻展开为2的幂级数时，展开式的系数都是实数？ 

解因为当 Z 取实数值时，/00与 / Or ) 的泰勒级数展开式 
是完全一致的.而在 k | </?内， /( o ：) 的展开式系数是实数，所以 
• 238 • 




在 | z | < R 内， / U ) 的幂级数展开式系数也是实数. 

例31 勒襄德 ( Legendre ) 多项式定义为如下展开式的系数 

尸，⑷： 


(1 - lax + ?)- 1/2 = 1 + ”⑷，， 

#»= 1 

求 P x ( a ) jP z M , P 3 ( a ) , P 4 ( a ), 

解 利用 （l 十 的展开式展开 （1 — 2虹 + y ) 1/2 , 有 

(1 — 2az + z 2 )^ l/z = [1 一 ( 2 ^ — 之 2 )] 一 1/2 


1 + 4 -( 2 ^ — z 2 ) + ^r(2az — z z Y 


+ ii(2 a2r — 之 2 ) 3 + Y2s^ az ~~ 之 2 ) 4 + 


« • • 




1 +收 + 了 ( 扣 2 — 1) 之 2 +f (5# — 3^)r 


+ t (35^ 4 — 30 of 2 + 3)之 4 + 


* * 螓 


所以 


P^Ca) = a f P z (a) = 专 (3a 2 — 1 )， 




( 5 〆 一 3 a), P 4 (a)= 含 ( 35 W — 3(^ + 3). 

o 


例 32 契比雪夫 ( Chebyshev ) 多项式7\&)被定义为下列泰 
勒展开式中 W 的 系数： 


4 


oo 




4 _ 4zw + w : 


1 + ^ T n M 


.n 


ni 


证明 


T n (z) 


"cos ( narccoss ：). 


令 z = cos (，当 | u ；| 足够小时，有 


4 — xv 


2 


4 — 4zw + w : 


1 




1 一 e 一 1 1 • w/2 1 + • w/2 


oo 


oo 


- 1 



S 


w : r 

岑 e 一 1 f 


it = 0 



S 

»=»0 


XV 


e 


if 


ft 


OO 


1 十 2] 


n^=\ “ 




-i 
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对照题中定义式的右边，即可确认 


T n { z ) = 2 1 ~ n cos ( warccoss ：) 


* 


第四节洛朗级数 


主要内容 


1. 一个在某一圆环域内解析的函数展开的具有正、负幂项的 

级数 

+ 00 

n — 一 oo 

=…+ C^, n {z — + …+ C^ x (z — Z。）— 1 

+ + qO — 2 0 ) + …+ c H (z — %)” + ••• 

称为洛朗 （ Laurent ) 级数. 一 个函数在某一圆环域内的洛朗级数 
是惟一的. 


OO 


2. 若对于点 A 级数与 Dc—,Or — z 0 )^ 都收 


««0 


IT 


OO 


敛，则称洛朗级数收敛.级数— ％)称为解析(正则）部分， 


0 


oo 


级数; 一 2。广”称为主要 部分. 


IS 


洛朗级数乏>。(2 — Z 。)” 的收敛域是一个圆 环域: r<C \z — z 0 1 

— ■OQ 

< 兄其和函数 /( O 是圆环域内的解析函数，且 


C n 


/( f ) 


2 m J c (? - 


d (， 《 = 0， ± 1， 士 2,…， 


其中 C 是圆环域内的绕 z 。 的任何 一 条简单闭曲线. g 与 z 无关. 

圆环域可以是去掉圆心的圆域 o < kl <尺,也可以是去掉 oo 
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点的一个圆的外部尺 < kl <〜 f 洛朗级数在圆环域内绝对收敛， 
且在此圆环域内任意闭域上（内闭）一致 收敛. 


-)-00 

3. 洛朗级数在收敛圆环域内，和函数是解析 

n = — 00 

函数，而且可以逐项求积和逐项 求导. 

4. 函数 / O ) 的洛朗级数展开 
将函数 / O ) 展开为洛朗级数的方 法有： 

(1) 直接展开法利用系数公式 


n 


2 m 




no 




c (f — z 0 y 


+i 




0，士 1 ，士 2, 


• « • 


求得 c „， 然后写出洛朗级数. 

(2) 间接展开法 利用函数的泰勒展开式，通过代数运算、 
代换、逐项求导和逐项积分等各种方法求得函数的洛朗级数. 


疑难解析 

1. 洛朗级数与泰勒级数有何关系? 

答洛朗级数与泰勒级数之间的关系是一个既一般又特殊 
的关系，也就是说，泰勒级数是一个特的不含负*项的洛朗级 

数*洛朗级数在圆环域广< |^-^ol <及上收敛， 

” 尊 — oo 

当 2 ：。= 0 ，r = 0时，= 0,洛朗级数就退化为泰勒级 数了. 

在 t 般情况下，洛朗级数的解柝(正则)部分就是一个普通幂 
级数.而且，可以利用一些函数的泰勒展开式来求函数的洛朗级 
数.因此可知，洛朗级数与泰勒级数存在着密切的相依关系. 

2. 在洛朗定理中，系数^ = 2^1 £ (g > 为什么不 

能像泰勒定理那样，利用高阶导数公式使得 G = ’⑷ ( 广 0) 呢？ 


♦ 
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答在泰勒定理中，因为 /( d 在 A 的邻域中解析，所以可以 
在收敛圆域内应用高阶导数公式，求得 


C 


n 


2 兀 i 


wJ 




cb 


no 


C (( — ^o) 


n+1 


= 


1 2m 


Xn) 


2 丌 i n 


Oo) 


(«> 


n 


Oo ). 


但在洛朗定理中，却 会是: 


(1) 若心是 f ( z ) 的奇点，则 ( z 0 ) 不存在. 

(2) 若; r 。 不是 /( z ) 的奇点，因而 /°°( z 。） 存在.但在 \ z - z 0 


< r 内可能还有奇点，此时积分& £ 也不等于 


(3) 仅当 / U ) 在 \z - z Q \ <只内处处解析，则由于 O — 
^ o ) a ~ l /(2) (n = 1，2, …） 在 C 内处处解析，由基本定理，有 

1 X 

c-, - 2^i ^y-vcod^ = 0. 

这时，洛朗级数成为泰勒级数. 

3•试说明奇点与洛朗级数的关系. 

答奇点有两类,一类是 /( z ) 的奇点 ，一 类是 / U ) 的洛朗级 
数的负幂项的奇点.我们分别进行讨论. 

若函数 / U ) 在 \z — Z 0 \ < R 内只有一个奇点 2：。， 则 /(=) 可 
以在0 < k — A I <及内展开为洛朗 级数. 其主部反映 /( z ) 在奇 
点 A 处的特性，十分重要. - 

%是函数 / Or ) 在圓环域广< \ z - z 0 \ <及内的洛朗级数的 
负幂项的#点，但 A 不一定是 f ( z ) 的 奇点. 如对于函数 /M = 

^一 — 2) ’之=1，2是 / U ) 的奇点，但在圆环域1< k | < 

2和2< |刻 <+ oo 内，2 = 0是各负幂项的奇点，而不是 / U ) 的 

奇点.对于 / U )= Pe+，Q = 0 是函数奇点，在圆环域 0< U |< 
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+ oo 内的洛朗级数的负幂项的奇点也是圆环域中心. 

4. 函数 tan(lA) 能否在圆环域 0< |刈 < 尺内 展开为洛朗级 
数？ 

答 不能 . 2 = 0是 tan(lAr) 的奇点，但 

tan(l/z) — sm(l/z) /cos (1/z) 

的奇点有无穷多个.除 z = 0外， 

// 1 

+ 々 = 0，士 1,.“ 


都是 tan + 的奇点.当^时，^ —0,所以不存在一个去心邻域 
0<UI<i?， 使 tani 在圆环域内解析，从而不可能将 tani 在 

z z 

0< kl <及内展开为洛朗级数. 

5. 怎样理解 / Or ) 的洛朗级数“惟一性”说法？ 

答 函数 / U ) 的洛朗级数的惟一性指的是，同一函数在同 
一 圆环域内的洛朗展开式是惟一的.因为函数 /0 O 的奇点可能不 
止一个，因此使 fdz) 解析的圆环域也不止 一 f ， 于是函数 / CO 在 
不同的圆环域内可以有不同形式的洛朗级数.，这与 /( z ) 的洛朗级 
数“惟一性”说法是不矛盾的. 

例如，函数/ (2)= — 空 - 十1 有两个奇点々=1与& = 

Z 十 Z z 

— 2, 有三个以 Z = 0 为中心的圆环域,其洛朗级数分 别为： 
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惟一的洛朗级数. 


方法、技巧与典型例题分析 


如同函数 /( r ) 展为幂级数有直接展开法和间接展开法一样, 
函数展开为洛朗级数也有直接展开法和间接展开法.一般都采用 
间接展开法，因此比较简捷•但是，在未指定圆环域的情形,首要的 
是先确定 / o ) 的所有奇点以及所有圆环域，再确认在圆环域内是 
否可展开为洛朗级数(如疑难解析 4), 最后才进行洛朗展开. 

一 、直接展开法的运用 


直接展开法的关键是计算 q£ (r 朮 ，因此，积 

分的技巧是更好地计算^读者要利用第三章中复变函数积分的 
技巧做好 G 的计奠. 

例1 将 fiz ) ^ 展开为洛朗 级数. 

解 ’ 0是 /( 之)的惟一奇点，所以/(疋）在0 < | 怎 | < 00 解 


析，可以展开为洛朗级数. 

、 * 丨_、 

不妨取 c 为|#| = 1，则在 C 上，怎= 6'0<沒<2*，于是 


€ 


n 


2m Jc ^ 


/(f >= 紅 e 


2* •诏 )/2 



( e 诏严 
,2* 


ieW 


令 


2 兀 

2 n ^ 心則 6 


cos(asin0 — nO)dO H- 


2 k 


sin(asin6 — n6)d6. 


o 


9 d$ 


dt . 于是 


h/ 




'0 


siniasind —n6)d6 = sin[asin(2?t 一 f) _ 乃 （2 兀 —/)](—dO 




* 2 * 

—— sin[asin/ — nQdt f 
Jo 


即 

从而 




f *2* 


sin(asin^ — n8)dd = 0. 


o 


C n 


2 丌 






0 


cos (asin^ — nd^ddj n = 0, ± 1 ， 
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c tJ (a ) 




cos(< 2 $in^ — ?id)dd 


被称为第一类贝塞尔 （ Bessel ) 函数. 

例 2 求函数 / O ) = sin sr + 的洛朗展开式 • 

\ z j 

解 /(-) 只有惟一奇点 2 = 0,所以在0<】2：| <00 内解析， 
可以展开为洛朗级数. 

取 C 为 |之 | = 1，则2: = e'ds： = ie'M 沒，0 ^ ^ ^ 2?r. 


c n = 


sin(e 诏 + e -u? ). 


故 


得 


’ 2 * sin(e 

Jo 0 
1 「2« 

— e _ij 

2 丌 Jo 


ie {$ dd 


’ sin (2 cos 汐 ）d 汐 




cosn^sin(2cos^)d^ 


i C 2k 

2 ^ Jo S1 


sinw ^ sin (2 cos ^) d ^. 


sinn ^ sin (2 cos ^) d ^ 


，霣 


sinn ^ sin ( 2 cos 夕 ) d 没 


0, 


0 


ft 


cosn ^ sin (2 cos ^) d ^, 


0 ， ± 1 ，…. 


/(:) = 2 


例 3 在 0 < l ^<+ oo 内，将 /( z ) 


展开为洛朗级数. 


解 f ( z ) 在复平面上除 


0外处处解析 i 故可以在圆环域 


0<如| < oo 上展开为洛朗 级敢. 

取 C 为如| =户 （0 〈 P 〈 OO )， 则 


； /(D 

c <^- z 0 y 






dt 


当 n 3时 , e 7 r +3 在 C 上解析，此时 c „ = 0;当 n 2时，由 

高阶导数公式，有 


2 ^i Jcp 1 


d ? 


1 r d” 十 2 

(” + 2)! Ldz “ 2 


( e :) 
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(打 + 2)! ’ 


2, 


1，0，1，… • 


于是 


f(z) 


+ 


丄 


21 3! 



4! 


+ 


< + 


例 4 若 / OO 在穴< kl <十 CXD 内解析，在7?<尺 < 卜| 
⑺ 内有界，则 f ( z ) 的洛朗展开式 如下： 


/ U ) = S 今，1^1 < R . 


« = 0 


令之=+，则发 (d = / +在圆环域。< in <女内 


解析；当 o < (尺彡 幻时， k(DI 




/去 < A ^于 


是，在0< < ^7内，有 


C n I 


2 丌 i 


let 


o < p < - 




: M 


于是《<0时，|心丨 — 0 0), 所以 q = 0 Cn < 0). 


令 ^( o ) = c 0 , 则 


g(0 


乂' 去. 


ii = 0 


代回，即得 


fiz) 


): 2佘， 


\z\ >R. 


二、间接展开法的运用 

函数/(幻展开为洛朗级数的间赛展开法也有很多种方法，例 

如代换法、部分分式法、公式—法、逐项求导法和遂项积分法 

等.在这里，我们不再详细分类，因为一个函数在不同圆环域中展 
开时可能不用同一种展开法，有时在一个圆环域内展开为洛朗级 
数还要用几种方法.读者应 注意辑 I 题中使用的方法以及方法之间 
的衔接，这将是有益的. 

1. 代换法 
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例 5 将 / Or ) 


z 


Cz 一 i) 


(1) 0 \z — i I <C 1; 


展开为洛朗级数.圆环 域为: 

(2) 1 < k — i I <+ 


解 f(z) 




z z 


z 


z 


—rr 丄 

而 T 



i + (z 一 i) i 1 (z 一 i)/i 


(利用 


1 — xv 


展式 ) 


w =0 


z 


;\« 


— i)%0 <\z -i| <L 

1/1=0 


z 


z — 


z 


i 1 + i/Cz — i) 


oo 


5： 


iS (_ 1)rt 

n = 0 


z 


: - i) … \ 

» = 0 

1 < k — i I <+ oo. 


(1) 在 0< k —i| <1 , 有 


z 


z 


- iy ~\ 


OO 


f(z) 


z 


• ■■ lh 

z % 


^^ni n ^ l (z 一 i) 


2 


= 2(” + 2)i" +2 0 — i)% 0 < I: — i| < 1 

«=-i 

(2 ) 在 1 < \z — i \ < oo, 有 

/ °° 

= 2 (” + lYi Zn (z — i ) -rt - 2 ， 


z 


z 


«»0 


f(z) 




z 




■ 

+ l)i 2rt ( 之一 i) 一 ” 3 


««0 


3 


Xi ( — n — 2)i 


2(«+3) 


(z — i)^, 1 < | 之 一 i| < oo. 


本例在使用公式 
例 6 将 fM = 


1 一 w 


的同时，还使用了逐项求导法 . 


z 一 5 

(1) 0 <C \z — 3 | <C 2; 


展开为洛朗级数.圆环域为: 


(2) 2 < |z - 3| < + 
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(3) 0 < \z - l\ < 4; 


(4) 4 < I 之 一 1| < 十 oo. 


解要利用 


的展开式，首先要将 f ( z ) 在给定圆环域 


1 — XV 

内变形，使含有 k — A )， 且 Iwl <1，然后依公式展开. 


(1) /M 


z — 5 —2+(2 _ 3) 


2 1 —(之一 3)/2 


2 


/i *^0 


z ~ 3 
2 


A 


-S 


(z - 3 Y 


+1 


0 < 卜 一 3丨 < 2. 


u= 0 


( 2 ) fM 


z _ 5 —2+(^ 一 3) 


oo 




3 1 — 2 / iz — 3) 


^2 


2 


n 


z - 3 ^U - 3 




S 


2< |z - 3| < + 


„_o < z - 3)* +1> 

在题 (1) 分母的两个因式 2 和 Or — 3)中，2的模大，提出2,则 
1(^- 3)/2 1 <1;在题 (2) 分母的两个因式2和 O — 3) 中 ，（z — 
3) 的模大，提出 k 一 3)，则 k/G — 3)丨<1.这是今后解题中必 
须注 意的. 


(3) fM 


z 一 5 z 一 1 一 4 


— 4 1 — (z — 1)4 



z — 1 

4 


w 

S 


l ) 


n 


i »*0 


4” +1 


0 < k 一 1| <4. 


(4)/00 


z 


5 z — 1 — 4 z 一 1 1 一 4/( 之— 1) 


z 


■ _ : eo 

A ji = 0 


=i 

4 


H 


z — 1 


■ . .. A 

1 < |之 一 1 I <[ + 


* 


2. 部分分式法 
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当 / OO 为有理分式函数时，可先分解 / U ) 为部分分式，然后 
再用公式法或其它方法展开为洛朗级数. 


例7在1 < k | < 3内，将/⑷= 0 -展开为 


洛朗级数. 


解分解 /0 O 为部分分式，再逐项展开. 


f(z) 


忐( 


^： 4 + 3z 3 + 9z 2 + 27z + 81 


_ 1 1 
z 一 3^ 


1 [( 1 ■ 1 | 9 ■ 27 ■ 81、 1 1 1 1 

^LIt + ? + 7 + ? + ? r^ + T*r=^73 


r 00 

s 


27 


242 L ^ \ z Sn ^ 1 z Sn ^ 2 : 5 il +3 之! 


,5r+5 


n ^ 

z 

) i qn +1 

„=0 ) J 


- 1 
242 


2 


,5n+l 



,5«+2 


+ 


5»+3 



27 


?+4 T 之 


5»+5 


r 


例？将 /( g )= 心 + 1)( 〆 一 2) 在 1 < M <2 及 kl > 
2 展开为洛朗级数. 


解 (z 2 + DOe - 2) 

一 1 一 2 i 1 , — 1 -F 2 i 

• - - 4 — ■ 一 _ " I 一 ■■■ 

z + i 10 z _ i 

(1) 在1< M <2内，洛朗级数为 


10 


5 z-T 


fM 


— 1 — 2 i 
~~10~ 


2(1 + i / z ) 



1 + 2 i _ 

" lo - " RT 






— 1 — 2 i 
'~ 10 


s 

#1 = 0 


(- 1 ) 




,«+l 



1 + 2 i 
10 


i J 


n = o 


10 


s 


M —0 


» 
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D 


s 


(- ir 十 1 t 2 心 （一 ir 




2/f+1 



p 

D 




/I 0 ™ w 0 

(2) 在 kl >2 内，洛朗级数为 


z 


tn 


io^F 


f(z)= 


— 1 — 2i 
~' 10 ^ 


z(l -h i/z) 



- 1 



2i 


10 


z(l — i/z) 


+ 




5 之 （1 - 2/z) 


=|S 

° n = 0 

例 9 将 /( 幻 


- D " 


+i 


+ 4 s 


z 


2«+1 


(- ir 


rt — 0 


z 


In 


+ IZ 


>t+i 


n as 0 


z 


(^z — a)Cz — b) 


展开为洛朗级数，其中 Ml 


< 都是复数 . 圆环 域为 : 

( l ) o < |^| < |^| < H ; 


(2) M 


解 （ 1) 在 0< |a| < 卜 | < 内，有 


a)(z — b) a — b\ z 


a z 


b 


a 


b 





(1 — a/z)z (1 — zfb)b- 


u — b 


W M 

y 


OO 



H = 0 


ii ，0 J 


(2 ) 在 |zl > |6| 内，有 


{z ——a)0e; —— b) a — b 


z 


a z — bj 


si 



a— biz (l - a/z) 1 ^(1 - b/z) 


oo 

1 a 

a — b 

^f = 0 


b n 


z 


例 10 将 /Cz) 


1 + 之 


2 


(1) 0< I 卜 i| <2; 

(3) 1 < \z\ <+ oo. 


展开为洛朗级数，圆环 域为 : 

(2) 2< \z - i| <+ oo. 


解 


f(z) 


， 9 * * • 

1 + r z + 1 z 一 1 
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_ 


(1) 在 0< 丨 <2 内，有 


fM 




2i + z 


2i (z — i) l + (z — i)/(2i) 


2i(z 




ir 


n=0 


tS (_ iy 


n = 0 


(z — l) 

~~ (2ir 


« — 1 


(2) 在 2< k — i I <+°° 内，有 


/⑸ 






_ i 2i + ^ _ i {z — i) 2 1 + 2i/ (z — i) 

1 ^ (- 2 ir ^ (- ir( 2 i)” 


1 y K— 61) = ^ 、一丄 ； V 

{z-\y = ^ 7 ^ 1 ) 


«*f 2 • 


(3) 在 1< W 内，有 


f(z) 


m 


1 + l/z : 


S (-1) 


« = 0 


S (- 1)rt 


例 11 求 /o) 


ii — 0 




2 


2U+1)* 


2 之 + 5 


(之 一2)( z 2 + 1) 


在圆环域 1< <2 和 


0 < |z — 2| < ^5 内的洛朗展开式 * 




稱 /(z) = 1^2 ~ ?TT 
①在 1< kl <2 内，有 


，所以 


/O) 


1 — z/2 


1 + 1 /z 


2念(- 1) 


« + 1 


2it+2 


°° 

v 一 

11=0 

CO 

-S 


+i 


n = 0 


11 = 0 


②在 0< |z-2| < /5" 内，有 


f(z) 


z - 2 
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z — 2 


L2 - i I + (z- 2)/(2 - i) 


2 + i 1 


z - Z 




2)/(2 + i) 

U - 2Y 


ji= 0 


(2-i) 


«+i 


( — 1 ) 


„ (之一 2) 


H 


jt*= 0 


z — 2 



iS(-i) 


(2 + i) fl+1 - (2 


— ; v+i 


n = 0 


5" 


+i 


(2 + i) rt+1 


(z - 2)\ 


* 


3. 代换法 

例 12 求函数 / O ) =^“ +2) 在2< <+ w 内的洛朗展 


开式 * 


解 令$ 


，则 fM = e 


一 rt l/(l + 2/> 


= 0 为解析点， 


f ⑴在 M <去内解析. 


<piO = e 

qf ( t )= 


1/C1 + 20 


2 


(1 + 2 丈） 


f <0, 


?<0) = e ， 
^(0) = — 2 e , 




L(l + 20 2 ' (1 + 20 


fit ) ， ^(0) = 12e ， 


所以 = e[l — 2t + 6t z 一 …]， M 〈 |， 

即 f(z) — e 1 一 一 + 為一 …1， 2 <C I <C+ 

L z 」 

例 13 将 /(^ = e 1/(1 ^ 在 1 < | z | <+oo 内展开为洛朗级 

■ . 

sSC * 

解令尤=:^，则 

1 — z j 

f(z) = = 1 + f + 合 2 + 合 3 + 

而尤=在1< M 内的展开式为 


« 
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奢 




-1 


1 — ^ 


Z 


1 — 1 /z 


Z 




所以，代入可得 


f ( z ) 




卜 V 1 + v + ? + . 


_ « 


+丄 

1 r\ . 


2!之 2 


1 +含+ 




+ 


擎 * « 


2 


+ 


« ■攀 



19 


1 _ ^~ 2 ? _ 6 ? + 24 ? 1 120: 5 


+ 


_ « _ 


4. 利用幂级数展开式法 
例14 求函数 / O ) = 


sin — £； - 在0 < |之 一 1 丨 <+ oo 内 

之 1 


的洛朗级数. 


解 在0< b — 1丨<+ OO 内，有 


f ( z ) — sin 


z 


Z 


sin 


1 



z — 1 


sinlcos 


z — I 


+ coslsin 


z 


(利用 sinj?；,cosz 的幂 级数) 


sinl 


JL 





2! (z — l ) 2 4! (z — l ) 4 



■ 擎 _ 



cosl 


sinl 



,I . 

cosl 
z — [ 


+ (- ir 


(― 1) 


3!0 s - l ) 3 

sinl 

2!0r.- ： l) 2 

sinl 




5! (z — l ) 5 
cosl 


4 


• • • 


3\Xz —- 1 )^ 


+ 


# « _ 


(2 n)!(z - l) u 


cosl 


+ 


(2 >i 十 1>! (怎 一 1产 +1 

5. 其它展开方法 

例 IS 将/⑷一 紫二 G 在 0 < U — 11 < 1内展开为洛 


朗级数. 


解 因为/(幻 


2 


2： 


1 


ln (2— !)，所以由 
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攀 




1+(2： — 1) 


£；(— im )"， 


« = 0 


- 1 




z 


- 2( — 1)~( 之 — 1 广 1 
« — 0 


S 

« — 0 




lTCn + 1 )(^ - 1 )% 


ln (2 — z) = ln[l — {z — 1)] 


oo 


S 

#t=0 


w + 1 


(z - 1)" +1 


k - it < it 


得 fM 


z 




r^)( — lY(n -f- 1)(: — 1)_ 

X_ j \ 


OO 


* 


s 


=0 

oo 


0 

— 1 
iT+T 


— l ) 


«+i 




- 2 ( ~ + 1)( 之 一 l)* • 2 


0 


0 


2 S (一 l)*0fc + 1) 


ft»0 


0 


n — ^ 1 


n + 1 


](ar - 


D _ 


ir 


o < k - i | < i . 


其中用了*级数的乘法公式. 


例 16 求 cote 在0< M < it 的洛朗展 开式. 


解 因为 cotz 


COSZ 


smz 

奇次项.于是，用待定系数法，有 


是奇函数，所以 cotz 的洛朗级数只含 


即 


1 


cotz = 

COSZ 

—1 - Z 2 /21 +?/4!- 

sin2 ： 

么一 =V3! + 之 5 /5!— 

— 

b—〆 

-1 + b x z 4 - b 3 z z 4 - b s z 5 + 

.. 

z 4 

z 6 

1 

-■ ■ J -_ L _ A 里獻 

2! + 

4i _ 

6! ^ 


■ ■ « 


,3 


,5 


Z 


ZT t Z 

— 1 I — • • • 

3! 丁 5! 

比较等式两边同次幂系数，得 
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z 


+ b x z + 6 3 之 3 + 


■ *# 



一 1 




C * — 1 


e * - 1 


^ + ^72! +^/3! 


1十 


奉 


1 + z/2 + z76 + 之 3 /24 + z 4 /120 + 




= 7 + Y + 122 ~ 720 



攀拳 # 


， 0 < | z | <+ oo . 


本例亦可用例 16 的方法展开. 


⑴8 为正向圆周 k 卜3,求积 分軋録 的值，设 


/( 之）为 


(D _ I _ (2) _5.土_ 2 _ . 

⑴之 0 + 2 )， z(z + V f 

n ) --- (4) --- 

z(z + i) 2f V4； (z + i)(z + zy 

解先将 fM 展开为洛朗级数，再利用积分 


( 1 ) 


(3) 


( 2 ) 


(4) 


卜之 0 | 


dz 

(z - 之 0 ) 杆 1 


2丌 i ， n = 0, 


0, 


n ^ 0, 
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(1) z(z ^ ^\ z \>2 _ 麟撕，髓厮劾 


(之十 2) 


(1 十 2/z) 


+ …， 2 < |z| <+ OO, 


而 |之| = 3在2 < kl <+ oo 内， c-i = 0, 故 

C) f(z)dz = 2 兀 if-i = ()• 


(2) g d ) 在1 < iw <+ oo 内处处解析，洛朗展开式为 



(之 + 1) 5 ： + 1 


1 + — 


■ 1 -fl + A 

1 + 1/ 之（ Z 


- h 



，1 < | ^ | <!+ oo . 


而 = 3 在 1 < | z | <-h oo 内 〆 - ! = 1， 故 

A 

O f{z")dz = 2^ic-i — 2to* 


( 3 ) 在 i < 卜1 <+~ 内处处解析，洛朗展开式为 


z(z + l) 2 


[-1 


—1 


+之 


厂1 

L Z 1 



1 /Z 


▲丄 1 丄 I 丄 

_ __l I I I ■ ■■■_ 

Z 1 ' Z 1 Z - : Z ： 


\ "1, 
/ - 


1 ^ i ^5 , 

• • • 

3 4 I 5 I * 

z z 

_>■ 

而 kl = 3 在 1: < | 之 | <+ 00 内， c-1 = o , 故 

% 

' C) /(z)d 之 = 2 丌 i • c-i = 0. 


(4) (之+沾毕 h 在 2< kl <+ oo 内处处解析，洛朗展 


开式为 
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U + l)(z + 2) 





—1 + 1 /之 1 十 2/z 

， 2 < kI <+«=>• 


而 k 丨 = 3 在 2 < kl <+ co 内， = 1， 故 

O f(z)dz — 2^i # c^i — 2^i* 


例 I 9 计算积分 ◦ ( ) dz. 其中 C 为 | z | = 1 内任何一 

d C 11 =s — 2 


条不经过原点的简单闭曲线. 


解 


oo oo oo 

=去+ 士 + 5>，由上例所举积分知，对 

\= — 2 n^O 一 2 


,n 


进行逐项积分，得 

o ( 4 + 丄 + 2 z ”i d^: — 0 + 2wi + 0 = 2iri. 

\ S \ W Z z ^ } 

三、关于洛朗级数的证明题 

利用函数的洛朗展开式来证明何題，首先要考察在所给条件 
下，函数是否可以展开为洛 gill 开式;然后 蒋函数 ，开，用展开式 
来证明问题 • 


例20 证明： /0 O=ln 


不能在 2 


的邻域内展为洛 


朗级数. 


证作代换之 
/(z) = In — - 


1 

1 -- 一 ^ 


，则有 


T = In lnl-4 



iarg 


= ln l?l — ln|l — ?| + i [ arg ^ — arg(l — ()]• 

4 , ， ■ ; ■ 

因为 ? = o 是奇点， argz 在负实轴上间断， arg(l — 0在负实轴上 
连续，所以 arg ?- arg ( l - p 在负实轴上间断，而在 f = 0的任意 
小邻域内都有负实轴上的点.于是？ = 0不是孤立奇点，因而在2 
= oo 的邻域内不能展开为洛朗级数. 
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例 21 如果々为满足关系々 2 <1的实数，证明 


^^k n sm(n + 1 ) 汐 


sin 夕 


0 


2 kcosB + k 




7"] 是 ” cos (，2 + 1)^ = - - 

0 ^ 

当 kl >々，且 P <1 时，有 


COS 汐 —— k 


2 々 cos 没 + V 



Z 


k 


Z \ ~ k/z 


z 


2 


0 


k_ 

z 


OQ 




k H 


0 


z 


ll+l* 


令 z = e 1 % 则 


+i 


r 

s 


k ” 


oo 


»+l 


0 


z 


S 


0 


cos(/2 + 1)0 + isinin + 1)1 于是 

__ 

cos(n + 1)<? + isin(/2 + 1) 汐 


A " [cos 0! + 1)^ — isin(w + 1) 没]* 


0 


z 


k 


( e itf - kY 


(cos 夕 


cos 沒 + isin ^ — k 
k ) — isin ^ 


1 — 2 是 cos 汐 + 是 2 • 

比较两式的实部与虚部，即得所证等式. 

例 2 2 征 明：在 0< <+ oo 时，有 


OO 


ch | : H - 

Z 


(0 + x i c n 
>' «* 1 


Z 



Z 


其中 


C 


n 


7 C 




cosn6ch( 2cos0)d 沒， 


n = 


0， 士 lr ". 


0 


证 因为 J 5 T = 0 和 oo 是 ch 


之+計的奇点，所以在 0 < 


< OQ 内 ， C h Z + 去可展开为洛朗 级数. 


Z 


C 


n 


1 r chpg + i/g), 

2 兀 ij izi-x 


z 


n+l 


z (z — e l$ ^ d ^ 2^) 


丄 r 

2 兀- — 


ch( e w + e — ， 


e 


\ h $ 


dd 


2 k 


ch (2 cos ^) (cosnO — isin «5) d ^ 
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m 


但 


ch(2cos^)sinn^d^ 




0, 


所以 


7T 


c n = — cosn^ch ( 2cos^)d(9. 

^ J o 


例 23 若 / O ) 在任何一个包含单位圆周 z = e w (0<<9<270 
的圆环域上解析，将 / O ) =/( e itf ) 视为0的函数时，钲 明： / O ) 的 
洛朗级数是 /( e w ) 作为0的函数的傅里叶 ( Fourier ) 级数. 

证因为在 IH = 1上, /(=) 的洛朗级数为 f c〆 . 


丁 

/⑴= /( e itf ) = 2 


imm ^ 
一 


+ S c « 


e iM$ + c^ n e^ M$ 


oo 


其中 


C 0 + + C-Jcos/I 沒 + Kg — c^ m )sinn0']. 


若记 






^ = 2 c 0 = ^- = /( e,d 沒， 

芄 J -霣 

1 r * 

c^n = /(e^)(e^ + e7 m0 )dd 

/(e w )cosn^d^> 

r 

i(G — c 一 J ^ /(e^)(e iwtf — e^)d^ 

2 wj —«■ 


-P /( e ' Osinn ^, 

^ J -* 


于是 ， /(A = /( e itf ) 为关于没的傅里叶级数，即 


f ( e ^) 




a 0 


oo 



( a ^ cosn ^ + 6 rt sin ^) # 
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第五章 留 


数 


本章在讨论解析函数的孤立奇点的基础上，重点讨论留数定 
理及其应用，并对对数留数、辐角原理作了介绍. 


第一节孤立奇点 


主要内容 


1. 孤立奇点 

1 . 

如果函数 /0 O 在;2：。不解析，但在％的某一个去心邻域0< 

■ 

k 一 々 I <衣内处处解析，那么仏殊为 f ( z ) 的孤立奇点. 

如果在％的任意小邻域内总有 fiz ) 的其它奇点存在，则％不 
是 / O ) 的孤立奇点，而是 / Or ) 的奇点的极限点. 

孤立奇点分为可去奇点、极点和本性奇点. 

2. 可去奇点 

如果 / ( d 在 辦攀字 ，宁不声* 一‘的负幂项，则称 

•孤立奇点％是 /0 O 的可去奇‘ 


如 f ( z ) 


sinz 


Z 


以 z = 0为孤立奇点，其洛朗展开式为 


sinz 

z 


I 

Z 


Z' 


Z 


許-…) 




1 —— 
3! 


z 

57 




式中不含 z 的负幂项，是可去奇点，且 = l .若^在 z = 0 

z Z 

点无定义或不等于1,则只要重新定义 Z = 0 处函数的值，使其等 
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于1，奇点就可去， / o ) =—就在 z = 0解析了. 

以下三个条件是等价的： , 

(1) 2 = 々是 / U ) 的可去奇点 <^>/0 r ) 在 A 的洛朗级数不含 

z — Zt ) 的负幂项； 

■ 

(2) 2： = 2。是 /(5 T ) 的可去奇点 lim / o ) 存在； 

(3) 。= %是 /(=) 的可去奇点<=^/0)在 2 。的某去心邻域内 

有界. 

3. 极点 

如果 / U ) 在％的洛朗级数中只有 U — 2。）的有限个负幂项， 

H 

则孤立奇点％称为极点.若负幂的最高项为 (Z — A )-% 则 Z 。 称为 
m 级极点. 

与之等价的条件是: A 是 / O ) 的极点 lim / O ) = oo , 

4. 本性奇点 

如果 /0 O 在 A 的洛朗级数中含有 O _ %)的无穷多个负幂 
项，则孤立奇点心称为本性奇点. 

与之等价的条件是是 / U ) 的本性奇点@ lim / O ) 不存 

在且不等于 oo . 

在本性奇点的邻域内， /( Z ) 具有以下 性质: 

(1) 维尔斯特拉斯定理若 z = % 是 /( 幻的本性奇点，则对 
于任一复数 W 。 及任给的 e > 0、任意的 r > 0,在区域0 < \z — z 0 \ 

O 中必存在一点 〆 ，使得 1/(^) -wol <£. 

■ ■■ ■ 

推论 在任意一个圆环域0 < k _ A I < r 中，必存在序列 
i ^ n ) ，使 lim /(2：) = ttv 

(2) 毕卡 （ Picard ) 定理 解析函数 / O ) 在本性奇点 2 ==。 

的任何邻域内，能够取任意一个有限值（复数）无穷次，至多有一 
个值例外. 

5. 函数的零点与极点的关系 
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不恒等于零的解析函数 f (' z ) 若能表示为 

f ( z ) = (z — z 0 ) m < p ( z ) , 

其中 ( jfKz ) 在 z 0 解析，且 ( fizo ) # Oy ? n 为一正整数，则称为 /( Z ) 
的 m 级零点. 

(1) 若 / U ) 在2：。解析，则^:。为 / U ) 的 w 级零点的充要条件 
是 ' 

/ Cn) (^ o ) = 0 ， n = 0,1,2, ••• — 1 ； 

叠 

/ (m) U 0 ) # 0. 

、 (2) 一 个不恒为零的解析函数的零点是孤立的. 

(3) 若％是 / O ) 的 m 级极点，则〜是/^的 m 级零点.反之 
也成立. 

6. 函数在无穷远点的性态 

如果 f ( z ) 在无穷远点 z — oo 的去心‘域/? < | z | <十 oo 内 
解析，则称点〜是 / U ) 的孤立奇点. 

e * 

1 • •• fc ， • ■■ -1 - 

作变换£ = i (规定把扩充2平面上的无穷远点 a - «> 映射 
为圹充 f 平面上的点 f « Q ) ， 把扩充 2 平面上的 邻螵及 < l^-^o l 

<+ oo 映射成扩充 f 平面的去心邻域 o < M ■，且有 / U ) « 
/( t )^ 抑).于是，可 W 把 a 及< ki <+ co 上对 /&) 的研究 

\ 1 J : 

■ . 

化为在0 < | 〈秦 内对的 ） 的研究. 

(1) 如果 f = 0 是抑）的可去奇卑、 m 级极点或本性奇点，则之 
= oo 是/(2：)的可去奇点、 m 级极点本性奇点. 

(2) 若 /( W 在及< k | <+ oo 内可以展开为洛朗级数，那么 
有:如果在洛朗叛数中， 

不含正幂项，则 a : = oo 为 / O ) 可去 奇点； 

含有限个正幂项，则 z = oo 为 / O ) 的板点； 

含无穷多正幂项，则2 = oo 为 f ( z ) 本性奇点. 
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疑难解析 


1. 函数的奇点是怎样分类的？ 

答如果函数 /0 O 在 Z 。 不解析，则％是 f ( z ) 的奇点.奇点 
分为孤立奇点与非孤立奇点两类. 

非孤立奇点包括奇点的极限点（聚点）和多值函数的枝点.如 


/ (2) = 1/ COS +, 2 = 0是 / U ) 的奇点，但不是孤立奇点.因为 Z * 

= 2 / i 2 k 4- 1) 兀，^ = 0, 士 1，…，当 A -^ oo 时，2：* — 0,即在 z = 0 
的不论多么小的邻域内，总有除 ：! r = 0 以外的其它奇点，所以 z = 0 
不是孤立奇点，而是奇点列{々}的极限点•对于^值函数(如 w - 

V ^) 而言，在其分枝点处，函数/00因在其邻域内缺 i 单值性 


而不再解析，因而也是函数的奇点. 


点. 


孤立奇点因 lim /( z ) 的不同而分为可去奇点、极点和本性奇 

0 


2. 比较可去奇点与实函数可去间断点概念的相同点. 

答对实一元函数 ：y = / O ) ，若 lim /(： c ) = >1存在，但 /( x 。) 


对实一元函数 ：y = /Cc) ，若 lim/( ： c) = 

关4 _/(工）在 _ r 。 秀定义，则可重新定义或补充定义 / U ) 在 z 。的 
值， fe /( x 0 ) = #是 /Cr) 在 X 。就连续，即间断点 z =工 0 可去. 

对复变函数/(乃，如果 /( z ) 在2。木解析，但其洛朗级数不含 
负幂项，则％是 / O ) 的可去 奇点. 其可去的意义与实函数的可去 


间断点意义十分接近•例如,/0的洛朗展开式 

Z —— 丄 

二 一 ^ — z -\- 1 = 2 4- (z — 1), 0 < ]z — l \ < oo 

: 1 ^ ' :. 

' ■ - ■■■ ■ ' 

不含负幂项，所以 z = 1 是 / o ) 的可去奇点.显然 / u ) = ^—4 

Z — I 

在之=1无定义，但= 2,因此只要补充定义/( I ) = 2, 

z^l Z ——丄 
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就有 


f(z) 


z 2 - 1 
z — 1 


， Z ^ lj 


在 2 = 1 解析，于是 f(z) 的奇点 2=1 可去 . 

3. 举例说明解析函数在本性奇点邻域内的特殊性质 . 

答维尔斯特拉斯定理及其推论指 出：若 2=2 。是 /o ) 的一 
个本性奇点，则对于任意一个复常数总有一个趋向于 A 的序列 
{z n } 存在，使得 z 沿这个数列趋向于 2 。时，有 lim/O) == A 即函数 


z-^z 


0 


fM 在本性奇点邻域内所取的值可以任意一个预先取定的复数 - 
这个性质是很特殊的 . 

例如 

/( 之） = sin ~ 一 r = ~~ r 一 ~~—+ it - ; —-—… 


Z — I 




3! (z — I) 3 5! (z — 1) 


+ 


* * • 


有一个孤立奇点 z 


，对任何复数 A 矣 CXD ， 取 


ln(iy4 



1 — A z ) + 2 丌 ” i 



1， 


就有 limj^ = 1 ，而 lim sin 


z — 1 


A 


同时，由毕卡定理，解析函数 /CO 在本性奇点 ^ = ^0 的任何 

邻域内，能够取任意一个有限值无穷次，至多有一个值例外.例如 
有 

f(z) = e : = 1 + + + 点 + 占 + …， 

2 = 0 是本性奇点 . 若取 3 = pe 9 , A ^ 0, 则方程 e 1/e — A = 0 在以 

♦ 

任何正数 $ 为半径的圆 <5 内有无穷 个根 . 因为，由 e 1/s = Z ， 
有 

—= ln^> + i(^ + 2kn), k = 0 ， 1 ， 2, …. 
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当 (1卟) 2 + (0+2鈥) 2 >辜时，|刎<孓而满足此条件的々有无 
穷多个. 

4. 若解析函数的零点不是孤立的，那么它是否一定是常数？ 
答解析函数的零点一般是孤立的，这由零点的孤立性定理 
可知.除此之外，只有常数零可以作为零点. 

方法、技巧与典型例题分析 

本节的主要问题是确定奇点的类型.确定奇点首先要分清是 
孤立奇点还是非孤立奇点，由考察％的任意小邻域内是否还有其 
它奇点来区分.如果是孤立奇点，还要看％是有限的还是无限的. 
若％是有限的，则可由 / O ) 在 A 邻域的洛朗展开式中所含负幂 
项的多少和 lim / O ) 的不同结果来区分是可去奇点、极点或本性 

奇点. 如奇点是无限的，则可用代换 f =丄化 f ( z ) 为 〆 (） ， 也可直 

接在及< kl <+ 00 内展开 /&) 为洛朗级数来讨论.对于极点， 
则要讨论极点的级. 

因此，对本节的概念必须十分熟悉•在讨论奇点的运算时要掌 
握展开洛朗级数与计算函数极限的技巧. 

例1设函数 /；<>) 与/ 2 00都以 z = %为孤立奇点， 问：函 
数 / iU ) + f 2 ( z ) 在^ %处的孤立奇点是什么类型？ 

解 需要区别不同情形加以详细讨论. 

(1) 〜是乂^)的可去奇点的情形 

1) 若％是/ 2 0)的可去奇点，由于 lim / Kz ) +/ 2 0)存在 , A 

仍然是 J \( Z ) - hf 2 ( z ) 的可去奇点 • 

2) 若 Z 0 是/ 2 匕）的极点，由于 lim / 〆 ^：) + f z (z) = A -\- c>o = 

u 

°°，此时是 / lO ) + fz(z) 的极点. 
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3) 若2。是 AO ) 的本性奇点，由于 limRO ) + / 2 0)]= 

z 〜0 

lim ^ OO 不存在，且不等于 00 ,此时々是/^:^+八匕）本性奇点. 
*-« 0 

(2) ^是/ 〆 ％)的极点的情形 

1) 若％是/ 2 (幻的可去奇点，如以上第 （1) 条中的第 2) 点，则 
是 fi ( z ) + f 2 ( z ) 的 极点. 

2) 若％是/ 2 (2)的极点，则当/ 2 0) 时， sr 。 是 AO ) 

+ f 2 ( z ) 的可去奇点；当 fiM — / 2 ( 2 ：)时，*。是 / lO ) + / 2OO 的 
极点. 

3) 若 A 是/ 2 0)的本性奇点，由于 lin ^/ iO ) +/ 2O )] 不存 

在，且不等于 oo , 此时％ 仍是/ 〆 =)+ f 2 M 的本性奇点. 

(3) ^是 / Ar ) 的本性奇点的情形 

1 ) 若％是/ 2 00 的可去奇点或极点，如以上第 ( 1 ) 条中的第 
3) 点 和篥⑵ 条中的第 3) 点,; r 。 是， ( z ) + f 2 ( z ) 的本性奇点. 

2 ) 若％是/ 2 00 的本性奇点，则当 fzM —— fiM 时， 2 0 是 
/ iC ^> 4 - / 2 ^)的可去 奇点； 当乂心）= AM 时,％是 AM + 

fzM 的本性奇点；当 / 2 ( d 这一 Mz ) + 7 ~时^。是/ 〆 ；^ 

KZ — Z 0 ) 

+ / 2OO 的 7 取敬点 • 

例 2 设函* AOO 和 f 2 ( z ) 分别以 z = 0 为/ I 级 择点及 m 级 

极点，则 z ^ O 是下列函数的什么 奇点？ 

■ .■ . 

■ ' •- ■ 

(1) / i («) +/,(«)? C 2) AM - / 2 ( r)j (3) 

解 ⑴当 + / 2 ( d 的洛朗展开式的嬝髙负 
幂次为 max {«， w }， 所以; z ： = 0为 inax {«，》 r } 级极点；当 n = m 时， 

若 Mz ) =-/ i ( z ) 9 则; c 夺0为可去奇点；一般地 ,* = 0可以是是 
级极点,0 < 々< «，有很多种情形. 

( 2 ) 是”+讲级极点•因为 

若 fl ( z ) = 科二），朽 (0) ^ 0,则？\(2：)在2： = 0解析 • 
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若 / 2 ( z ) = 矜(^ ，妗 (0) 參 0,则在 z = 0解析.于是 

\( z ) f 2 ( z ) = 灼(、 ，朽 (0) 矜 (0) # 0,且 在：= 0 


解析.所以 z = 0是 w + m 级极点. 


(3) 因为 


fi ( z ) 


9 iM ^ ^ pJfi(O) 


、…〜 朽 … ，瓜佟 （ 0) 

幸 0,所以，当 m > «时，是 m — n 级零点；当 m < w 时，是 n — m 
级极点. 

例 3 证明复变函数的洛必达 法则： 

若 / CO 与其(幻是以％为零点的两个不恒等于零的解析函 


数，则 


lim ^ 

z ^ z 0 giz ) 




(或两边均为 


证 设 /OO = O — 5 ： o)*V ( 之），发 00 — iz — z^) n ^f(z) ^<p(z) ^ 

< P ( z ) 均辛 2 。解析，且 ^ Ok 。） / 0，^ Kz 。）# 0,則左边 

Um 柴= lim (… 。 >.--裝 

r-z 0 gKZ) ipKZ) 


0， 

f<J2 ： 0 )/ 必 （ Z 0 ) ， 


由乎 fM = m{z — Z 0 ) m ^ l ^iz) 


m > «, 

m = Of 
m〈n. 

(z — 之 。) 鱗 〆 0c) ， 


g f M — n(z — z 0 Y~ l ^(z) + Oe — z 0 Yt// (z) 9 


右边 


Hm fiz ) = j mjz - z ^ fCz ) + ( z - Zq )^( z ) 
z-* 0 g f (z) ~ z ^z 0 n(z — z^y~ x 4f^iz) 十 o — z 0 y^ f (z) 


0, 

和。）/必(之0), 


m n y 
m = 0^ 
m <Cn. 


所以左边等于右边，命题成立. 


例4 下列函数有些什么奇点？如果是板点，指出它的级. 
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之 （z 2 +1) 2 ; 


( 1 ) 


(3) rmu 


之 + l ’ 


( 2 ) 


(4) 


sinz 


ln(z + 1) 


(5) 


(6) e:_S 


(1 + 之 2 )(1 +e”; 


(7) 


( 8 ) 


h 为正整数). 


z 2 (e z — 1 ) ' 1 + z*' 私 /* 

解由函数是否在^解析，确定％是否为 /u) 的奇点.由奇 
点是分母的零点的级，确定极点的级. 

(1) 2 = 0, 士 i 为奇点 . 0是一级极点，士 i 都是二级极点 • 

■- - ■ 

(2) z = 0是奇点，是二级极点(分母三级零点，分子一级零点: L 


(3) 分母可表示成 O — l) 2 (z + l)，z = 1, — 1是奇点，1是 


二级极点， 一 1是一级极点 • 

(4) z = 0是奇点，是可去奇点 (lim = 1 j . 

\ * 一 0 z / 

(5) z =士 U ( 2 k + l)i (々=1，土 2, 士 3,…）皇奇点•士 i 是 

■ 

二级极点，（2々+ l ) i 是十级极点 • 


(6) z = 1是奇点，是本性奇点.因为 


1牛 



2!(之 一1) 


+ 


# ■ « 


(7) z = Zkni <ik = 0, 土 1，:"），2 = 0焉奇点，2々卞是一级联 

点，0是二级零車 r = 

(8) ^ = e (2k+l ^(k = 0,1，…）是奇点，都是一级极点 •. 


例 S 指出下列函软全部奇点的类型，若是极点，指出是几级 


极点. 


( 1 ) 


(3) 


tan(g —— 1) 
(z — 1) f 


( 2 ) 


(1 +P)(1 + e 財） sinOrA” 


z z { e z - 1) 


(4) sin 


z — l f 


(5) sec 


(6) COt-2 ： 
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解 （1) f ( z ) 


siniz — 1) 


2： — 1 


cos(z — 1)* 


2： = 1 和之 


1 + (k 




0， 士 1， …）是 /o) 的奇点 • 


1是可去奇点，因为 lim 


Z' 


sin (之一 1) 
z ——1 


z = I 



2^ + 1 


7T (々= 0， 士 1，".）是一级 极点. 


(2) z = ± i，z = (2々 + l)i (是= 0, 士 1，…），之= y 及之 

0是 fM 的奇点 • 

之=士 i 是二级极点（包括々= 0和一 1时（2々+ l)i). 
z* = (2々十 l)i Q = 1，士 2,…）是一级极点 • 


z k = — {k 


士 1，士 2,…）是一^级极点 • 


2 = 0是 A = y 的极限点，不是孤立奇点. 
(3) 2 = 0是 f ( z ) 的奇点.因为 


3 


Z $ (q Z — 1) = 之 6 + —^ 9 + : TT 之 12 + …， 


所以# = 0是 f ( z ) 的六级极点. 

■ ， ' ■ : ■■ 1 - 

(4) 2： = 1 是 f ( z ) 的奇点，在0< <+oo 内，有 


sin 


z 


z 



3! Cz — I) 3 5! (z — 1) 


故2 = 1是 /O) 是本性奇点 


(5) 因为 sec 


z — I 
=1 + 


1 / cos 


z — I 


，所以 


kn + 艽/2’ 


是 fM 的奇点，但$ = 1 是以当 A 
点 -A 是 fCz ) 的一级极点 • 


是= 0, 士 1，… 

>00时的极限点，不是孤立奇 


(6) 2：* = ^和2 = 0是奇点.因为11111 

z-*0 


(cot^O —— 

Z 


0,所以 
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^ = 0 是可去奇点 ， A = 々7 T (A = 0，士 1， …） 是 f ( z ) 一级极点* 
例6 z = 0 是 （sinz + shsr — 2z)~ 2 的几级极点？ 

解先判断 / U ) = (sine + S h = — 2幻零点的阶数，再确定 


极点的级. 


f (s：) = sins ： + shz — 2z ， 
f f {z) — cosz + chz — 2, 


尸（之） 


sins ： + shzy 


f m (z) = — cosz + chz, 


( 4 ) 


'(5 


(z) = sinjs + shz , 


} (z) = cosz + chz j 


/(0) = 0， 
f ( 0 ) = 0 , 

/"(O) = 0 ， 

尸 (0) = 0， 

/⑷⑻= 0， 

/ (5> (0) = 2 关 0. 


故 2 ： = 0 是 / o ) 五级 零点. 于是 Z = 0 是 （ sins ： + shs: — 2之）— 2 的 
十级极点. 


例7 函数 /(=) 




z(z 一 1) 


在 z = 1处有一个二级极点；这 


个函数又有以下洛朗展开式 


z(z — 1) 


* * * 


+ 


1) 



( 之 一 I) 4 (z — 1) 


k - 1| > 1. 


所以、 


=1又是 / CO 的本性奇 点”; 又其中不含 U — 1) 的负幂， 
因此 Res [/( 2 ：)， 1 ] = 0. 这些说法对吗？ 

解 不对 . z = 1是 /( z ) 二级极点，不是本性奇点.所给洛朗 
展开式不是在0< \ z - l \ <1内得到的，在0< k — 1丨<1内 
的洛朗展开式为 


z(z — 1) 


Z 


z 一 1 (z — 1) 


0 c — 1 ) 2 2 — 1 

O - I ) 2 + 



1 - ( 之 一 1) 



* _ _ 


= C 


— 1. 


又由下节知， Res[/(Z),1] 

例8 考察 oo 点是不是下列函数的 奇点: 
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(1) COt^; 


(2) In 


^ — 1 
z -~2 


(3) e £ ln 


z 


a 


z 


b ， 


(4) sin - 


解 


sin 之 

(1)cotz = ^-* 


7t 


sin(l/5：) # 

+ kn (是 = 0, 土 1 ，…）是 cotz 


的一级极点.当 ㈤ 时 ， A 
不是孤立奇点. 


，所 以〜是 /( z ) 极点的极限点 


(2) 函数在复平面除去 z = l,z = 2 和连接它们的线段外单 


值解析.又 In - ^ , 

«一00 \ Z — 4 / 


0,所以 oo 是 f ( z ) 的可去奇点. 


(3) = = OC 是 f 的本性奇点，又是 In 的可去奇点，所以 


Z 


b 


是 f ( z ) 的本性奇点. 


(4) 因为 sinf l^sin 


z 


不存在，所以 OO 是 f ( z ) 的本性 


奇点. 

供9 若在0 < — a I </?内 /0 O 有界， (2： — <2广/00有 

界，证明点 a 是 /( Z ) 的不高于 m 级的极点. 

证 令 g(^) = (z — a) 觸 /(fc >， 脚 ^( 之 ) 在 0 < |z — a I < /? 

内解析，且 l 《 U ) l < A / •于是，发 OO = W •而 


kl 


if g (， 

2兀 ij 


g ( z)dz 

_ ^ _ ■ _ . _ . _ 


a ) fl+1 


< 


M 


n 


0, 士 1, 


攀 _ « 


其中 r </?. 于是，负幂的系数 


kl < 


M 

r " 


OO —0， w = — 1，一 2，•••）， 


即 


c n = 0 (n 






，— 2 ,…〉. 


所以 z 是容 OO 的可去奇点,从而为/(之）的不高于 m 次的极点. 

例 10 若 / U ) 在全平面解析，证 明： 

(1) z = OO 为 /( r ) 可去奇点 ^ f ( z ) = 常数; 


(2) z = oo 为 f ( z ) m 级极点 <^/0 r ) 为 m 次多 项式； 
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(3) Z = oa 为 /O) 本 性奇点 ㈡ f 、 z) 在 ;2 ： = oo 邻域内洛朗 

展开式无负幂项，有无穷多正幂项 . 

证 （ 1 ) 充分性 显然， lim/U) = 常数 . 

必要性 因为 lim/U) = 存在），所以 /M 在全平面有 

a:— 

界 . 由刘维尔定理， / ⑴ = 乂 （常 数 ). 

(2) 充分性 显然， lim/(z) = oo. 

2：—►OO 

必要性 ^ 是 /O) 的 W 级极点，则其洛朗展开式正幂部 

分为饥次多项式厂 • 而 lim[/0) — 尸 rt (z)] 存在，从而 /(Z) — 

' :一 °° 

PM = 常数，即 /(z) 为一个 ; n 次多项式 . 

(3) 充分性 若 2 == oo 不是本性奇点，则为可去奇点或极 
点 . 于是，洛朗展开式至多有限个正幂项，推出矛盾 • 故 t = PO 为 


本性奇点 . 


必要性若只有有限个正幂项，则为可去奇点或极点，推出 


矛盾 . 若有负幂项， 则 ^ 

i ，- * , i ^ 

题成立 . 


Z 


为本性奇点或极点 • 推出矛盾.，所以命 


例 11( 施瓦兹引理 ) 若函数 /(Z) 在 >|<1 内解析，且满足 
/(0) =0 ， |/(z)| <1 (\z\ <1), 证 明：在 卜 | <1 内恒有 

1 \/M\^\z\ 9 1 |^(0)1 <1. : W 


证由于 /CO 在 W <1 解析，且 /(O) = 0 ,则 

h * . • m ^ 


f(z) = c x z + c 2 z 2 + — + c n z n "h 


« 摯 _ 


(kl < l ). 


令 <p(^) 


fiz) 




■ ■ > - j t - 

，则在 0 < Id < 1 解析，其洛朗级数为 


?<«)= 丄 / Or ) 


<h 



C 2 z + ••- + c” ^ 一 1 + …， 


tk z = o 是〆 z) 可去奇点•令 ^0) = q =尸 （0) ，则的 >) 在 k | < 
1 内解析 . … 

考察 〆 《)在 kl < r 内任一点 Z 。 处的值.当>。|0<1时, 
由 1/001 <1 和最大模原理（见第三章第四节例 27 )，有 
• 272 • 


f(z) 


令 


l^(^o) I ^ maix\<p(z) I = max 一 

\z \ =r 1 ^! Z 

1 ，则 IPU。）I < 1- 


<丄- 


于是|尸（0)丨 =1^(0) I <1，且当心关0时，有 


沪 ( 之 0) 


/ Oo ) 


之 0 


< 1 或 |尸0 。） I < w 


由的任意性，知命题 成立. 


第二节 


留数定理与留数计算 


主要内容 


1. 定义 

若2： = 2：。是解析函数 / O ) 的一个孤立奇点， / U ) 在2。的去 
H 、 邻域内解析， C 为& 邻域内任一简单闭曲线，则称 


2 m 


f(z)dz 


为/00在； r 。 处的留数，记作 R eS [/ G )， z 。]， 即 

1 r 

Res[/(z),z 0 J = -T -； O f(z)dz = c- l . 

2 丌 i J c 

^:是 / U ) 在以％为中心的圆环域内的洛朗级数中 O - %广 1 项 
的系数. 

2. 留数定理 

设函数 / U ) 在区域 D 内除有限个孤立奇点^，^，…, A 外处 
处解析 ，(: 是 D 内包围诸奇点的一条正向简单闭曲线，则 


n 


Q f(z)dz = 2m^Res[/(jg ： ) ，之 *]. 

」 c *=i 

利用定理，可以将求沿封闭曲线 C 的积分，转化为求被积函数 
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在 c 中各孤立奇点处的留数. 


3, 留数的计算与极点处留数的计算规则 
计算留数最基本的依据是定义 

Res[/O),z 0 ] = 0 f(z)dz = c^ l9 

J c 

C 为％ 某去心邻域内一条简单闭曲线， Cy 是以;2：。为中心某邻域内 
洛朗级数 O _ %广 1 项的系数.即，可通过求积分^ + /0) d 2： 的 

Z^ti J c 

值或求洛朗级数 U — A 广 1 项系数来计算留数.所以 

f 

若之。为 fiz ) 的可去奇点，则 Res [/0) ，％] = 0. 

若 Z 0 为 fM 的本性奇点，则 Res [/<5：) , 2 0 ] = C - X ， 

若；为 / O ) 的极点，则有以下规则. 

规则 I 若是 / U ) 的一级极点，有 

Res [/0 e ) ，之 0 ] = lim(z — 之 0 )/0). 

z 〜 

规则 I 若2。是 / O ) 的 W 级极点，有 

Res [/( 怎）尸。]篇 ii? o - ^ o ) V (^)]. 

规则 B 当 /O ) = Sfy ，尸 O ) 和 Q ( z ) 都在％解析，如果 

尸 O 。） ^ OtQCzo ) =? 0， Q ’ O 。) # 0，则*。为/(名）的一级提点，且有 

■ r 

R 明 [/(aO;，:。] ; g((:。。)) . 

实际计算_，可以用规雖、也可以用定义求洛朗级数的 cm ，或 
计算^ f ( z ) dz . 

J C 

4. 若函数 / U ) 在 /?< | z | <+加内解析, C 为圆环域内绕 

■ - ^ - ■, . 

原点的任何一条正询简单 同典线 ，则称 积分& £/( z ) dz 为 /( z ) 

在 OO 点的留数，记作 

- ••• _ 

1 r 

Res[/(z) 9 oo] = O f(z)dz = — c_ x , 

2m J c 
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定理 如果函数 / U ) 在扩充的复平面内只有有限个孤立奇 
点，则 / Or ) 在所有各奇点(包括％点）的留数总和必等于零. 


规则 IV 


Res [/ ⑴， 



Res 

f 

1 1 

• l,ol 

i 

L. 

(之 J 



* 


定理和规则提供了计算函数沿闭曲线积分的一种方法，方法使用 
恰当会使计算更加简便. 


疑难解析 


1. 已知有限可去奇点的留数一定为零，当 oo 为函数可去奇 
点时，留数是否一定为零？ 

答不一定 • 因为对于有限可去奇点％，在 A 的某去心邻域 
内的洛朗级数不含负幂项，所以， ResC / U )#。] =^^ = 0,但对于 
oo 为函数可去奇点，情形却不是这样. 例如： 

若 /OO = 丄，有 Res[/0e) , 00 ] —— 1 ； 


若 /(之） =▲，有 Res [/( z ) ,oo] — 0. 

2.设函数 / Or ) 及贫00 在％ 解析， / O 。） 关0 ， g ( z ) ^ Ez = z 0 

是二级极点，则函*_在《 = %的留数如何用 / O ) 及容 0?) 的 

泰鞴级敝的系数表示出来？ 

答因为 /0 O 与 gOO 在 z 。 解析，所以 

/(之） — + a x (z — Z 0 ) + CLziz — 之0) 2 + …， <3。 = /( 之 0) # 0, 

gM = b 2 iz — : 0 ) 2 + b z (z — 之 0 ) 3 + … ， b 2 夫 0, 


/U) _ “0 + “lQg 一 怎0) + a 2 (Z — go) 2 + … _ 

g( z ) b 2 (z — z 0 ) 2 [l + b z iz — z 0 )/b 2 + b A (z — z o y/b 2 + 

— [“o + — z 0 ) a 2 (z — 之 0 ) 2 + …] 

■II I 1 ■■■■■_■■ i ■_ I I l | _ _ l ft 

b t {z — z o y 


m 





会(之-之。) + 


• « • 



在分子中 ， u — A ) 的系数为 一 f 十^，因此，在 z = A 处的留 
数为 

Res 「/M ^ 1 f _ _ I /， _ ^2 - _a A 

KeS U ( 之）叫 (a 2 +ai j/^ b\ - 

3. 如何利用留数定理求某些开路的复变函数积分？ 

答 留数定理把沿简单闭曲线的复变函数积分与留数计算 
联系在一起.但一条简单闭曲线 C 可以分解为若干条彼此衔接的 
光滑曲线 CpQ ，…, C *, 则有 



f(z)dz — 



k 

fCz)dz = 2 兀 i y Res [/Qg ) ，义 ] 


* 


因此，我们可以把开路上的复变函数积分作为简单闭曲线 C 


上的某段或某几段上的积分•例如，要求 ft / OOcb , 可补上 

Jab 


使 ASZL 4 围成简单闭曲线 C . 从而 


^^/(z)dz = 2 丌 Res[/(z) ， : g,]. 

7 ■ 1 

于是 U (z)dz = ixm / Cz ^ 

这里，选择是关鍵 》 j ^/ OOcL 4 应简单易求,最理想的是选 
择使 |^/OOck = 0的光滑曲线 j y v J 

J BDA 


方法、技巧与輿型例题分析 

■ | ). L 


本节习題分为两类:一是计算函数在孤立奇点的留数,二是计 
算复变函数轵分. 

一 、计算函数在孤立奇点处的留数 

首先，我们要利用上节的知识和技巧确定函数的孤立奇点，并 
确定奇点的类型.然后根据奇点的类型选用不同的计算规则和方 
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法求得留数.因此，必须熟悉求极限的技巧、求导数（包括高阶导 
数）的技巧和展开为洛朗级数的技巧. 


例 


( 1 ) 


(4) 


(7) 


求下列函数 / U ) 在有限奇点处的留数 


1 

Yz s 


COSZ 


( 2 ) 


(5) cos 


(3) 


1 + z 4 

( z 2 + 1) 2； 


1 -z ， 


(6) ^sin T ? 


zsmz 


( 8 ) 


shz 

chz * 


解 （1) 因为之 2 — 2 之 = — 2)， 所以之 = 0,2为 / O ) 的 


一 级极点，故依规则 I ，有 

Res[/( ； sO ， 0] = Yimz 


z -^0 


z 2 — 2 z 


lim ^i 

z-^0 Z 一 L 


Res [/ Xz )，0] = lim(z 

*，2 


2 ) 


z ( z - 2 )~ 2 * 


(2) ^ = 0 是分母四级零点，分子一级零点，因而是 /OO 的三 


级极点•于是，依规则 I ,有 


Res [/( z )，0] 


忐 1 土基 


[ 哼 ]— 音 _ 


(3) 因 （d + l ) 3 = (之 + i ) 3 (之一 i ) 3 , 所以之 =± i 为/(之）的 


三级极点•于是，依规则 I ,有 


Res [/( 2 ：), i ] 


lim 




lim 


r-^i 


[ ( ^- i)3 ci 



Res [/ X :) ，一 i ] 


d 2 


dz 2 L 、 " iz 2 + 1) 

- 12 z 2 + 12 3 . 

- ssi ： — —1 

(z + i ) 5 8 - 

d 2 r . .… i + 之 4 


]i nl i d?[ u + i)3 (^w, = 


3. 
8 • 


(4) ^ 




是 7 T + ■(是 




0, 士 1, …）是 CO 站一级零点，所以是 


f ( z ) 一级极点.于是依规则 I ，有 


Res [/( z )，々] 




(C0S2：)' 


kn + ^/2 

sin(^7r + 兀 /2) 
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々7 T + 


7T 


(5) 因为，在 0< \z-l\ <+ 00 内，有 


COS 


1 — z 


1 — 



2! (1 — z) 2 4! (1 — zY 


故 


Res 


cos 


1 — 之 


C-! — 0* 


(6) 因为，在 0< H <+ oo 内，有 


z 2 sin 


z 


2 



• • 


Z 


z 3! 之 3 51 之 


故 


Res 


hin T ，0 


c 


(7) z = 0 是 /O) 二级极点， A — kn ( 是=士 1 ，士 2, …）是 


/0 O —级极点.依规则1和规则 I ，有 


Res[/(«),0] = lim -r~ 

*^o cl« 


z 


ZStTU 


0, 


Res[/(z >， 是 re] 


izsinz) f 




z k 


(- 1 ) 

kn 


k = 士 1 ，士 2 


(8) z k 



ni = 0, 士 1,“*) 为一级极点，依规则 


置，有 


Res[/(z) jZ M 2 


sh ^： 




(chz) / 


X: 


z k 


例 2 用多种方法求 fCz ) = g d ) 的留数. 

解 Z = 0 9 Z = 1和 OO 是 f ( z ) 的一级 极点. 

(1) 用洛朗展开法 

5^-2 = Sz —2 ( _ ^ \ 

z(z 一 1 ) Z ^ ^ 

=— 5(1 + : + 之2 + •••) 

+ 2 士 + 1 + 2 2 + z 2 + ••• j ，0 < |z [ < 1. 
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条 


Sz — 2 _ 5( 之 一 1) + 3 • _1_ 

zCz — 1) 0 — 1) 1 + ( 之 一1) 


5十 土 5(— m :_ D " 


n — 0 


5 [l — O — 1) + ( 之 一 l ) 2 + …] 


+ 1 + 0 


— 1) _ …] 


%-1 
z(z — 1) 


所以 


I — I — ■ - ■ I 

\ z z 2 j I — l/z \ Z 

——I—^ + …， 1 < I 之 1 * 

Z Z 

Res [/( s ：)，0] = = 2, 


1 < t^l <+ °°* 

-Jisiir 


Res [/(z ),1] = c _! = 3> Res [/ O )， oo ] =— = — 5. 

(2) 用板限法(规则 I ) 

Res[/(z), 0 ] = iim^ - 7 ^ - fr = 2 , 

« 一 0 % \Z 


Res [/ Xz )，1] = lim (怎一 1) 


5z — 2 
z(z 一 1) 


由留数和定理知 

Res[/Or)，oc 




一 Res [/( z ) — Res [/0)，1] = — 5. 


(3) 用柯西公式(积分) 


Res [ f ( z ) ,0] / 


Sz 一 2 dz 


2 ^iJ z — 1 


攀 


2, 


Res[/(z) ， l] 


J^f 

2 兀 ij u— 11 »= i 


Sz _ 


dz 


參 


同极限法，有 Res [/( z )， oo ] 
(4) 用求导法(规则 I ) 




5.注意， C 内只有一个奇点 


Res[ / U) , 0] = 2 , 


Res [/ CO ，1] 


5z — 2 

[z(z — 1)]’ 
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同极限法，有 Res [/( z )， oo ] 




例 3 求下列函数的留数 


( 1 ) 


tanO — 1) 


z — \ 


( 2 ) 


(3) sin 


_ 2之 3 _ 

(z 2 + 4)(^ — 1) 

1 


z- l J 


(5) m - 

解 （1) 之 = 


sinz + cosz 9 

(6) - - - - ，之 = 

1 — cosz 

I 2々 + 1_ d , 



7T ( 是 = 0 ， ±1 ，…）是 /(z) 


的奇点. 

之 =1 是可去奇点，故 Res[/CO ， l] = 0. 



2 k 



^是一级极点，由规则 I ,有 


Res[/U),^] = lim(z - 




Zk _ sinpg — 1) 
一 1) z _ 1 


lim 


一 sin(z — 1) 


lim 


sin( 《 一 1) 


lim 




—(2是 + 1)兀， ’ 

(2) fW = (z + 2 i )(^-^20( ar - l ) 2 , 

点， 2： = 1 是二级 极点. 


0 ， 士 1， … • 


土 2 i 是一级极 


Res[/U )，一 2i] 




㈣ + 2i) U + 21) i z ^i 


2 i)(z _ 1) 


— 4i + 3 
4i (- 2i - 1) 2 


Res[/(z) ， 2i] = lim( 2 ： 


2i) 


2 之 + 3 


{z + 2i ) (之一 2i ) (之一 1) 


4i + 3 i 
4i(2i- l) 2 = T’ 
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Res [/( z ) ,1] = Hm (z — 1) 


故 


lim 


— 2z 


, y _ 2 之十 3 

(: 2 + 4)( 之 -1) 

^£+8 = 0 
4)2 u . 


(3) z = 1 是 f ( z ) 的本性奇点 


sin 


z — I 



3! (z — l ) 3 — l ) 


* * 


0 <. \z — 11 *<+ oo , 


Res [/( z )，1] 


(4) 因为 


sinz + cos 5： = v ^2~ sin^cos + cos^sin ^ 

4 4 


/y S i n U + 寻 1 ， 


所以 A = 々兀 


(是 = 0, 士 1，…）是/(2：)的一级极点. 


Res [_ f ( z ) jZ k 2 = lim z — kn • 


* / 2 sin I z 一 k"K 


VT 


，是 = 0 ， ：t 1 , ••• 之 一 ►是 7 T 


(5) z = i 是一级极点，因 /OO 


e z 

_■■■■■ ■ : ■ • 一 
z + i z 


7,用柯西公式， 


有 


Res [/0 e )， i ] 


2 丌 i 


' e g dz 

J iz — ii=i 之 + i z 一 i 


(6) z = 0 是 /( z ) 的一级极点,用洛朗展开式，有 

e * = 1 + 2 S + … + 〜+ …， 

n \ 


1 — C 0 S 5： 


之 Z* . Z 0 

2! 4! ^ 6! 



㈠ 广 1 丽+ 


« » • 


故 


1 — COSJ2 ： 


今+ 土 + …， 

z z Z 
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■名 


所以 


Res 


cosz 


，0 


例 4 求下列函数在有限奇点 A 处的 留数: 


<p(z) 


z Q y 


， (f(z 0 ) # 0), 


解 z 。 是 / CO 的^级极点，用规则 I ，有 


Res [/( z ) ，之 0 ] 


1 d ” 一 

in — 1 ) ! dz 1 


1厂 

I 




^ o ) 


<piz) 


z 0 ) 


in — l ) 


# 一 n Oo )- 


例 S 求下列函数在指定点的留数 


( 1 ) 


cotnz 


(z — a) 2 ’ 




(3) ^^* = 


kn ； 


解 Q )2 = a 是二级极点 
当 a 不是整数时，有 


(2) e :+ 1A ， 2 = 0; 

w aT ^ r 9Z = 

= k 是一级极点. 




Res [/(:) ，《] = lim ^― 

当 a 是整数时，令 z — 

cotnz 一 1 cosirf 
Cz — a) 2 — sinn^ 


{z — a 


cotnz ' 
z — a ) 35 」 


= C ， 则 Z = a 5"， 有 

1 1 - 0rDV2! + 


r ^ — od 3 /3! + 


TTCSCWa 


■攀攀 


• • • 




■ ■邐 


所以 


1 _4- 

7 t 3 s 


Res[A 之）， a]=— 


Res [/<>)，々] 


COS7CZ 


[(z — a) 2 sinnzj Zi 


一 a ) 


(2) « = 0 是 /( z ) 的孤立奇点. 


^\/z 


1 + z + 



_ * ♦ 


+ + 


»=0 


nlz 1 


■ ■ 

^ d C - n z n + 


« — 0 
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其中 


c 


n 


% — 

S 

k = 0 


k ! (n + 务）！ ’ 


n = 0，1,2, 


所以 


Res[/O) ， 0] = 2 


k = 0 


kl(k + 1)! 


(3) z * = k (6 = ± 1， ± 2，”.） 是二级极点 ， z 二 0 是一级极 


点，所以 


Res[/0) ，是丌 ] 


(寥 sinz)’ 


*=^jt 


siijz + zcosz 


s : 


(- 1 ) 


d 


Ik ' 


Res[/0) ， 0] = lim 石 I z 


zsinz 


lim 

0 


S1I12 ： 一 COSZ • Z 


1 "— cosz L ’ sinz 
lim -:- ■_ lim - 


z ^o sinsr 

(4) z — — 1 是 《 级极点，所以 


0 cosz 


(sin^) 


0. 


2 


Res[/0r )，一 1] 


lim 


d A 


{n 一 1) ! r—-i dz 


(z + lr 


z 


tn 





(^T)T !i^ 2w # <2w 一 n-.G + 2) ’ +1 


(2n)[ 


例 6 


(it 一 1) ! (n + 1) ! 

求下列函数在扩充复平面的留数 


( — 1 )" 


+1 




(1) z 2 e 1/z ； 


(2) sin- + - 




(3) 


fM 


Or — a)0e — 6) 

< M , A / 为某个正 数). 


( a 关 6,/( r > 在全平面解析，且1/001 


解 (1) 5： = 0为本性奇点， 2： 
在❹^卜丨^十 00 内， 


/( 之）=之 2 


为二级极点. 


1 __ 

卞卞 Z\z : 


+ 


• • • 




之2 —{— 之 — I — - 

卞卞2! ' 3!之 



+ 


• » • 
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* 




故 Res[/0) ， 0] = c] = 

令 z = 丄，则 / O ) = /( 丄= ~^ e w ， 它在 ur — 0 的某去心邻 

ZV \ XV XV 

域内的洛朗级数为 



= 占 + 5 + 吾 + 岩 + … ， 0< l w l <+°°’ 

所以 Res[/(«),oo] = — y- 

(2) z = 0是本性奇点 ， z = 00 是可去 奇点. 

在 0< k |<+ oo 内，有 

1 , 1 „ f 1 1 ■ 1 , 1 

Sin - ( - T — - - - 5 十 -- 7 —… "1 -7 9 

z z 2 \ z 3 lz z 5! a ： 5 z 2 

所以 Res[/(z),0] = c- x = 1. 

► 

令之 = 丄，则/(怎）= / f 丄1 = sinw + w 2 , 它在 w = 0的某去 

XV \ ^ I 

心邻域内的洛朗级数为 



/⑷ 

a - b 9 


Res 



fM 


(z — aKz — b ) 



fib ) 

b _ €L 


參 
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争 


Res 


f(z) 

(z — a) (z —— b) ^ 




- [ 


/(a) fW 
u — b b 一 a 


fia) 

b 


fib) 


又 z 


Res 


或 Res 


^ 是二级零点，故 

f(z) 

(z —— a)(z — b)’ 

f(z) _ 

(z 一 （2) (2： — 6) J 


_ 

= 一 1 


- limz . -- 

^ (z - a)(z - 6) 

=Jf / o ) 

2^i J \z\^r (z — a)(z — b) 




If 

rj 


dz . 


其中只 > max( I ， |6| ). 由于 


-1 


2 丌 i J u 

所以 


f(z) 


(z 一 a)(z — 6) 


MR 


(R - \a\)(R - \b\) 


即 


Res . (z - f)(I - b') ， 
b — a 


0, 


f(b) = / ⑷ • 


例 7 求下列函数在 


的留数 


( l ) e 1A2 ； 


(2) cosz 一 sinz 


(3) 


2z 

3 + z 2 




(4) 


解 


鲁 


(5) 


+ 1 ) 4 ( 怎一 4)- 


(1) e 1 ^ = 1 + 4 + ^ + •• •，不含正幂项，因而点 


z z 2!z 4 


是可去奇点，所以 


Res [ f ( z ), 


(2) cosz 一 sinz = 1 一 z 




• • • 


4! 


，含无穷多正 


幂项，所以点 oo 是本性奇点，所以 


Res[/(z),oo] 




(3) 


2z 

3 + z 


2z 


zHl + 3/z 2 ) 
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18 


+ 


v ^3~ < k | < + 


所以 


Res[/(s：)，°°] = — 2. 

(4) 因为士 1 是— * 级极点，且 


Res[/(z) ， 1] = lim 


.z 


z- 



Res[/X :)， 一 1] 




lim — 

r—l 之 


e " 1 . 


所以 Res[/O) ， oo] = — Res[/Or) ,1] — Res[/(J 2 )， 一 1] 




e ^ 1 ) 


shl. 


(5) 在 4< k | <+ oo 内，洛朗展开式为 

/(2)= L?(l + 1/J‘(l —4/ 之）•之 


7 + ? 


) 4 (1+音+? 


+ 


mm • 


显然 ! = 0( 无正幂项），故 Res [/0 O , 


則求函数 _ ^(/ + 1) 錄顿±肺_贿紐 


留数的和. 


解函数/00有十个有限奇点，要 一一 算出是困难的，利用 
扩充复平面上留数和的定理，有 

2 Res [/( 怎 )，《*] =- Res [/(:) ， oo]. 

在1 < k | <+ OQ 内，展开为洛朗极数，即 


/ O ) 


zHl - zYzKl + l/z) 




Z 3 


1 + — 4- …1 [ 1 -—— A — * —— u 

卞 d 卞？十 1\ 1 a 8 十#十 


• • • 


之 3 + 之一 | - h 

Z 


• ft • 


所以 


Res[/(z) ,oo] = — c^ x =— 


y^Res[/(z) 而 ] 




Res[/(z) ， oo] 


286 









二、利用留数计算复变函数的积分 

利用留数计算复变函数积分的依据是留数定理，留数定理将 
沿闭曲线 C 的积分计算转化为对被积函数在 C 内的各孤立奇点的 
留数的计算.因此，弄清曲线 C 内有限奇点的个数、类型并正确计 
算其留数是计算复变函数积分的关键. 

对开路的复变函数积分 I " / OOdq 可添加曲线，…, C *, 

JC 

使 

C + C\ 十 C 2 +… 十 C* =厂 


n 


为封闭曲线，然后利用留数定理求得 o f ( z ) dz . 于是 








C 


f ( z)dz — O f ( z^)dz 




/0)d 


z 




mf 




C 


f ( z)dz 


2 




r 


C k 


f ( z ) dz . 


关键是 




嚤 


c . 


fMdz 应易于求得. 


例 9 利用留数计算下列 积分: 


(1) <b 




sinz , 
- az ； 

卜 3/2 之 


(2) O 


e 


Zz 


1*1 = 2 


- l ) 2 


dz ； 


(3) <b 




1 


卜 3/2 


：I ^dz (其为整数）; 


(4) O 


(6) O 


l «-2 i | 


thzdz ； 


(5) O tannzdz ； 


'X 


dz 




l * l«=i iz — a^Cz — b) H 


(其中 w 为正整数，且 k I ^ \ f \ b \ ^ l,\a \ < |6|). 
解 （1) C 内只有 z = Q 一个可去奇点，因而 


Res [ y "(2 r )，0] = Yimz 

z -^0 


sing 

z 


0, 


所以 


o = o _ 

J 1*1 =3/2 之 

(2) C 内只有 z ^ l 一个二级极点，且 
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m 


Res[/(,),l] = limA[ (2 _ 1) 


(z — l) 


2e 2 , 


所以 


(z — 1) 


d ^： = 2^ci * 2e 


4 丌 e 2 i_ 


(3) 由于饥不确定，故用在 0< <3/2 展开 /U) 的方法 

来求留数，即 


COSZ 


— 1 


21 4! 


+ 


—2 


2 ! 


X 2 t 1 4 

IT + P 一 


所以，当 W > 3 且为奇数时，设 TW = 2n + 1 ， 则 




(m — 1) I 


1 — COSZ 


dz 




1*1 * 3/2 


=( — 1 广 1 《 = i ，2, …， 

f — 1 \m~%n _ 2^i 

c 1) — 1} Tun ： 


在其它情况下, 6^ = 0, 


1 — COSZ 


dz 


kl *3/2 


(4) 在 C 内只有 z = j 一个一级极点 ，且 

Res [/ W ,^]= 1 (见本节例 1(8)), 

所以 <p thzdz = 2wi. 

J 1* — 2i I * 1 

(5) 在 C 内有六个一级极点 


々 + y (是= 0, 士 1，士 2, — 3)， 


由于 


所以 


tainnzdz = 2^i^Res[/(jg ： ) ，心 ] 


-1 


12 i - 


k 


(6) 之二 1 a 和 
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z = 


6为 /( Z ) 的级极点.因而 


争 


Res [/0)， a ] 


L i im 亡 「 (z - aY ___ I _ 

’ (z -aYiz ~bY 


(^lTT^L(I 


J_ - 

- by . 




(- \r 

[(W — 1) ! ] 2 


(2w — 2)! {b 一 a) 1 —' 


类似地，有 


Res [/0)，6] = 〔(J 二七丨] 1( 2 ” 


2) ! (a — 6) 


l-Zn 


当 h 丨 < ㈧ <1 时，点 a 与 6 在 c 内，则 


tr|-i (z — aY{z — b) n 


dz 


(留数抵消）; 


当1 < kl < |6|时， C 内无奇点，/00解析，则 


_ dz _ 

[*i-i (z — ^y(z 一 by 


0； 


当 M < i < ㈧ 时， c 内只一个极点 z = a ，则 

(C _ 生 _ = l 一 ^yjP 1 — 2 )」 o > 

J UHi (z - aTiz-bY ~ [(« - a ) 2 - 16 U 

例 10 计算下列 积分： 


( 1 ) 


(3) 


z 2 - z + 2 
z |*2 z 4 + I0z z + 9 

2 cosz 



(e + e _1 )(« 


i 、疒 a 


( 2 ) 


dz . (4) 




1 + 2： 


e l/z dz ； 


解 （1) 在 C 内有四个奇点 z = 士 i ， 士 v ^ i ， 在 C * 外有一个 


可去奇点 z 


:=°°*因而 

5 

Res [/( z > ， oo ] =： limz p - 



Z ±±2_ 

lOz 2 + 9 


0, 


所以 


z + 2 


2 Z 4 -h 10z 2 



d ^： — 2^ci * 0 




(2) 在 C 内只一个二级极点 z = 0, 因而 


Res [/( js ：),0] — lim 




釙 2 


2 
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lim -j—(e 1 

之一0 dz 


e lhz ) = (a — b)i 


所以 （） - g - = 2 tt(6 — a). 

J 1^1 = 1 之 

(3) C 内只有一个三级极点 ^ = i . 因而 


Res[/0) ， i] 


(3 — 1) ! 


cosi 


所以 


2COSJ2 ： 


i* 「/ 、3 2cosz , 

^ L ^ -0 ( e + e -) U - i ) 3d " 

1 e + e" 1 1 

■■■■ ■■ — ■■ ■ ■ ■■ 

2 e + e 1 2 

- —dz = 2 丌 if -—— Tri. 


(e + e-OC^-i) ^ l 2J 
(4) C 内有两个孤立奇点 z =： 0, _ 1，(:外有一个 z 


m. 


•在 


!^i > 2 内，洛朗级数为 


l/z 


- I 

1 + = 


Z 2 1 — — 

Z 



+ 


1 + T + 2? + ^7? + 


拳《 • 


z 2 1 



2 z 


1 + 


因而 


所以 


Res[/(jz ： ),oo] 


e 1/ * d 2： 


I ， 


Kl , 


注意 


Jui » 2 l +^ 3 • 

例9和例10中的积分并非一定要利用留数才能求出, 


用第三章中的高阶导数公式和柯西积分公式也能计算其中的一些 
积分，只是嬙度不同而已.在用留数求积分时，不可死套公式，而琴 
灵活运用.当 c 内极点较多时 ，一 般不逐个计算留数，而将 /oo i 
开为洛朗级数求心 1; 当极点级数较高，也可用展开为洛朗级数或 
高阶导数公式来求；当 C 内孤立奇点多而 C 外孤立奇点少时，还可 
计算 C 外奇点的留数代替•总之，方法是固定的，运用是灵活的，读 
者一定要多加练习，熟能生巧. 

f dr : 

MF.I ^ 、 I .X. O I O a jr i V 


例 11 计算 - 1)2(^ + n ， c : t 2 + y = 2(x + 
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解 x 1 + y 2 — 2{x — jy) 即圆周 （:r — I) 2 + {y — l) 2 = 2. 


因此 C 内有二级极点 


1和一级极点 z = i， 故 


27ri{Res[/(2r) ^l] + Res[/( 2： ) ， i]} 




2m l lim {z — 1 ) 2 — 


z-4 


_ 1 ) 2 ( 之 2 +1) 


+lim 


(z-l) z (z +i) 


Y + T 


例 12 计算 


2i 

2az 


dz 9 a 〉 1. 




解 


a+ 和 _ a - 为 /(z) 的一级 


极点，因为 z>l， 所以 z 


V — 1 不在 c 内, 




27riRes[/(z) »^4] 


2ni 


2 丌 i lim -- 

X ^ A 2 ： + + 

2 n 



其中 A a -f /a 2 — 1, 

例 13 设 c 是 2： 平面上一条不经过点 J2； = 0 和 z == 1 的正向 
简单闭曲线，试就 C 的各种情况计算积分 


COSJ2 ： 


z 3 (z — 1) 


dz . 


解 


0和：=1是被积函数的奇点.先 iM*# 奇点 的留数 


在圆环域 o< |z| <1内，有 


COSZ 


z 3 (z-l) 


~ 


(1 




之 2 + 之 3 + 


* ■ « 


) 1 - 



2! | 4! 


(z 一 3 + * 


+1 + 






i 1 1 

2z 卞 2 , 


所以 


Res [/(z ),0] 

1是一级极点，依规则 I ，有 
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Res[/(z) ， l] = lim ( 之 一 1) 


cosz 


之 3 0 — 1) 


cosl* 


讨论 C 与奇点的相对位置，即 
若 z = 0 与2 = 1在 C 外，贝0积分 7 = 0. 

若2： = 0在 C 内， z = 1在 C 内，则 / 

若之 = 0 在 C 内，之一 1 在（：内，则 / = 2 卅 cosl. 


若之= 0，1 均在 C 内，则 J = 2兀 i(cosl — 士 j . 

例 14 已知。关0，/(幻=^^，计算 （f ^心，其中(:是 

z n - u J c z 

圆域 | z | < | a | 内围绕原点的任一正向简单闭曲线. 

解 c 内只有一个” + 1级极点 Z = 0,所以 


Res[/O) ， 0] 


d 


n 


Z 


a 




1 r cT — 1 

-plim j— 
n\ z ^q az 

1 r d^ z 

™r lim -j—- 


2a 


2 


(z + a) 2 
(- l)2!2al_ 

+ a ) 3 j — … 


n 


參 


Um 


C - 1) 


n\2a 


(z + aY^ 


(— l)^ l 2a 


所以 I = Zm (— ina - n =(— l )^ l 4^^ i . 

例 1 s 计算积分 f 
解由于 c 内共有六个奇点 

z= 士 V^i 和 e ⑵ +1> **’ 4 a = 0,1,2,3), 

计算留数相当麻烦，利用留数和的定理，可使计算简单. 
在3<|刎<+扣内，有 


f(z) 


Z 




y(i + 5A 2 )va + i/z 4 r 


z 


3 / 


U + 5/z 2 


z 


i 1 + 1/^ 
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z 





25 

z 4 


3 


2 


1 



Z 


z 


+ 


• * * 


z 


1 - 1 I+. 


參争 


, 2 
上 4 



T + …， 


因而 

所以 


Res 匸 /( 2 ) ， oo] = — c —1 


1， 




2 兀 i[— ( — 1)] — 2 兀 i. 


例 16 计算积分中 


r% 


jz |- 3/2 (Z — 3 )( 之 5 — 1 ) 

解 在 C 内有五个奇点，在 C 外有两个 4 
用留数和的定理，先计算 c 外孤立奇点的留数 • 


心 . 




3 和之 


.利 


Res [/(:) ， 3 ] = \im(z — 3 ) (z 一 3 )^ 
在 3 < M <+00 内，有 


1 ) 242 * 


/ 0 O 


z(l — 3/zjz s {l — l/z s ) 1 — 3/z 1 — \/z % 

3 » ^ * 1 I ▲ i 

1 十 7 ? 十 


z 


6 


1 


Z 


H — 9 + 


? 


»鲁 * 



• * ■ 


Z' 


+ 


_ ■ • 


即 

所以 


Res[/(«),oo] = 0, 


I = 2 冗 i 


242 


1 Tti 

J = — 前 


mi 计算积分& 


产 


dz 


(a z = 6 — ， < 3 > 0 ) ，其中 0 是 


自下而上的直线: r 

kit ■ 1*4 


0 


a 


c a x &innz 
=n (0 < of < 1). 

解 作如图 5 . 1 所示的线形线路 

i 

厂在 r 内有两个一级极点 z = 1 


k t 


a^2 和 ^ = 2 . 依留数定理，有 


x 


k 


dz 


2^i Jr a^smnz 
Res [/ 0 ) ， 1 ] + Res [/( r ) ， 2 ] 


图 5.1 


(a z sin7zz) f 


Z'- 


(a z sinnz) f 


z = 2 
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1 丄 i 

Tta Tta 2 ’ 


因为 1 ^ 和方向相反， ^[ 上 = 值比上大 2 , 有 


V ； 


a^sinnz 


1 dU 

a 2 Ji^ a £ 3 innz 


因此 


i rf 1 i r , r , r i 

I ■■■■ -— l -- l 

2mL\ <a 2 J?77 」 <2 2 simc 之 


f 

^ S1 

• 」 
J tqt x a x s\ 


sm 丌 z 


dz 

sinnz 


ffl+2 

< L ^ 


dj ： 

shn /3 

dx 

shn/3 


(/? 


(沒 




), 


2 


)， 


' 

lim — 

fi-^ooj W O. 


dz 

sin7t5 ： 




* djs ： 

Jc < 2 2 sinJtz ’ 


则 


lim 


1 I dz 1/1 

■ ■■■ 」 f j ■■- - :; — 

2m Jr a 2 sinK5 ： 2^i a 2 



dz 

a^sinnz 


所以 


=— 丄 +」^r 

na ica 2 . 

If dz 1 

2 ?ciJc a r sin 7 t 5 ： ^(1 + aY 

三、利用留数与宙数定理证明命埋 

例 18 设/(^)在 0 < \z — a\ < r 0 上解析， a 是 /(c) 的 


级极点， IV 是在圆周 \z-a\ 


<r, 上取的一段弧，从 a 到所 


张的角为 $ (0 < 2 幻，如果 lim 良《沒，则 

r-*0 


1 * 

lim /(z)dz =— i 服 es[/(z) ， a ]， 

^-►0 J r 


其中 r r 对于 a 取顺时针方向. 


证设 Res[/( 5 ：) ， a] = c—i ，则 f(z) = —— + 发 Or) ，发 ( 之 ) 

Z — CL 


在点 ^ 解析.当 \z — a\ < r < r 。 时， \gCz)\ < M. 所以 

f r 

g(z)dz ^ A/2 兀 r(r < r 0 ) ， lim g(z)dz = 0, 
j r^O J r 
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设 r r 上始点为 a + re 、 终点为 a +代、则 


r 



C - 1 


dz 


z 


a 


>2 . • 


= — C^^idr. 


而 lim 艮 = e ，散 

r**0 

limf fiz^dz — — c-iid == — i 没 Res[/0) ，没]. 

r-*Qjr r 

例 19 设 ？K>) 在 a 点的邻域内解析 ，#(«) #0，/(f ) 以^为 
—* 级极点且 Res[/(0>?o] = A， 试证复合函数 /O00] 在 a 点的 

留数 Res[/|Xz)]，a] = 

证 由泰勒展开式，有 

^pCz) — (pia) + <ji (a)O — a) + ’ 舍 ) (z — a) 2 + … 

+ 考 O — a)” + … • 

n\ 

=yKa) + h(z) (z — < 2 )， 

A ( 之） =〆（“）+ (z — a) + + — a)” 一 1 + …， 

6\ n\ 


由 h(a) = ^ o => 在 d 的邻域内 h(z) ^ 0, 

函数 /( D 以^为简单极点，且 Res [/( D，M = 乂的充要条件 


是: /( D 在^的 某去心邻域内的洛朗展开式的负幂项只有 


c 


f-?o. 


且= >1參0•设 /( D 在？。去心邻域内的洛朗展开式为 


no 


A 


—?o 



Co + — f 0 ) + 


def 


— fo 


其中发 ( r ) 在 r 。 的邻域内解析，且 ^(? o ) = a 乒 o ( 即在^邻域内 
g (0 ^ 0). 由此 


/[办）] 




及 OU)] 




f(z) — <p(a) (z — a)h(z) 


以 a 为一级极点.于是 


Res[/[^z)] ， a] = limO — a)/[ 9 ?O 0 ] = lim 


£ — 4 i 




g[y< 之 )] 

hM 
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例 20 


" h ( a ) <fKay 

设 c > 0，厂为直线 ReO) = c， 证明: 


2 丌 ij 


.z 


dz 


2 丌 ij 


c+iTO a z 


dz 


lrm, <a > 1, 


0, 


0 <a < 1. 


证 


以 


当 a>l 时，取为正数，在直线 ReU) =c 左侧， 
为圆心、只为半径作半圆 C R ， C R 与直线 ReOO = c 构成闭 


曲线 C . 则函数^在 C 内有一个二级极点 


0. 于是 


.Z 


d 


dz = 2兀 iRes[/0r) ，0] = 2«i lim = 2 冗 ilna. 


即 




f * 


dz 



iR 


•/ 


C R 


dz 

dz = 


估计积分 




C R 


a 

z 4 


: dz ，即 



' z 

Zzdz 


« 

C R Z 

« 


广 3*/2 I I 


■3ir/2 I I 


n/Z 


\ z 2 \ 


n /z |Re tf + c| 


Rde 


< 


< 


( R - c ) 

2R 
(R - cY e 

L 

2R 


xliw 


r 3 ie /2 




etna 




%n 

r */2 


’ e _ 对⑽ in^d 汐 


(R - c ) 
2R 


；e 


cliui 


「霣 /2 — jR!iiifl~f 

e dt 




所以，当及 


(R -cY 

时，有 

| V + i ~ 

J c 一 ioo 之 2 


e atto (l —e^) —0 (R—oo，a >1)， 


—Jilnd 


2 m 


dz — In (a) (a 〉 1). 


当 0<a<l 时，在直线 Re(z) = c 的右侧，以 2 = c 为圆心、 


/? 为半径怍半圆与直线 ReU )= c 构成闭曲线 C， 则函数 
在 C 内解析.故 


a 

z : 


z 


蠢 
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' ^dz = | 


JCZ J 

c〆 J 


a z 


dz = 0, 


iR Z 


由于 




a 


z 

^dz 


C R 


z 


J 3«/2 p 

2 R 


hw(c + 你 


\e 


)1 




cY 

Mz 


dd 


e 


clnii 


(R - c ) 

2 R 
(R -7 〆 




0 


c\xia 






«/2 — 对 n 丄 siM R 

e a dd — 

o 


，0 


且 0 <a < 1，丄 > 1，所以上式右边 — 0 (尺 — oo 时)•则令 R 

a 


，便有 


2 m . 


r^+ioo a z 


>ioo 


Z 


2 


dz = 0 (0 〈 a < 1). 


例 21 设 〆 =) 在 A 解析， z 0 为 f ( z ) 的一级极点，且 


Res [/( z )， z 。] = A ， 证明 

Resr/O)〆^) ，怎。 ] = AgKz 0 ). 


证由于 A 是 f < z ) 的一级极点 ，/( z ) 在 z 。 邻域内的洛朗级 


数为 


fiz) — - —— + gM 


A 


z — z 0 z ^ z 0 

所以, / OOfOO 在心邻域内的洛朗级数为 


+ gM f 


f { z )< p { z ) = 巧 〆 ” + g ( z ) qKz ). 


z — z 0 

由于 g (2)9< Z ) 在2。解析，故2。为 /(2>9>( z ) 一级极点. 

CO 

例22 设 /CO = ；2 >〆 在复平面上解析，证明：对任一正 

n«0 

*■ 

整数 h 函数$在点 


z = Q 的留数 Res 


/(:) 


>0 




oo 


证 因为 /oo = ，所以 


0 


/M 


Z 


a 0 z~ k + * +1 + …+ a k - iz~ x + a * + 


* * « 
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故 


Res[/(z)/2 ： \0] — r-i = a*— 


第三节 


留数在定积分计算上的应用 


主要内容 


1. 形如 /?( cos 0， siW 沒的积分 


0 


i ?( cos 沒， sin 沒）为 cos 0 与 sin 沒的有理函数-令 


jdz 


ie w d 汐 ， sin 沒 


= Z 2 \ z 1 * cos ^ = 积分化为 


n 


2wi2R es [/(:)， z *] 


其中 Zk ( k = 1,2,…）为包含在 kl = 1内 f ( z ) 的孤立奇点 • 


形如 • 

J 


R { x ) dx 的积分 


尺 ( x ) 是: r 的有理函数，分母的次数至少比分子的次数高二 
次，且及00在实轴上没有孤立奇点，则 


j* 


R(x^)dx = 2^i^]Res [/?(g) ，々 ]• 


若 i ?( x ) 为偶函数，则 


M 


0 


R ( x)dx = 7 ti ^] Res [ i ?(2；)， z *]， 


其中^为 R ( z ) 在上半平面的 极点. 


形如’ 

J 


R ( x ) e^ T dx 0> 0) 的积分 


/? Cr ) 是: c 的有理函数，分母的次数至少比分子的次数高一 
次，且尺 u ) 在实轴上没有孤立奇点，则 
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n 


R(x)e atT dx 


i^Res\^R(z)e ia %z k 


或 




R{x )co^ajrdx 


/?(x)sino：xdx 




n 


2 艽 i 2 R es [ 尺 O) e wz ， 之 * ] ， 


其中 ☆ 为 R(z) 在上半平面的极点 • 


疑难解析 


1. 利用留数计算定积分要注意哪些问題？ 

答因为留数 Res lAz ) ，％ ] = ^ f /b )( k ,可知留数是与 

6^1 J C 

封闭曲线上的复变函数积分联系在一起的，所以要利用留数来计 
算实积分，需要解决两个问题 :一是 将定积分的积分区间（实轴或 
实轴上线段）转化为闭曲线，二是将定积分的被积函数(实函数) 
转化为复函数. 

转化区间一般采用代换(如2 == e itf ) 或添加辅助曲线(如半圆 
周或折线段）并辅以极限概念来实现.将实初等函数转化为复初 

I * 

等函数 〈实积 分的诂积函数一般是实初等函数）比较容易做到，一 
般只要将 c 改为 z 就可以了. 

比较关键的是，要准确地找出积分线路 C 内的全部奇点，才能 
计算留数求出实积分. 

2. 对于形如(: c)dx 和形如 P ° RCx ) e&dr 类型的实积 

—oo J —oo ….， 

分，如果实轴上存在孤立奇点，应怎样处理？ 

答对于形如 \ + e ° RMdx 和形如 f + io ^ e & cb ： 类型实积分 

J — oo J *** oo 

的情形，要求在实轴上没有孤立奇点，才可以用留数计算定积分. 
如果实轴上有孤立奇点，一般的处理方 法是： 以孤立奇点为圆心 、 r 
为半径作半个小 圆周. 如果取上半小圆周 C r ，则孤立奇点就在上 
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半平面外（因为 c r 与实轴组成 c 的一部 分）； 如果取下半小圆周 
c / •，则孤立奇点就在下半平面内•计算时要取 r —0 时的极限(见例 
15，17，19,22) 


方法、技巧与典型例题分析 


用留数计算定积分没有特别的方法和技巧，首先是分清类型、 
验证条件、确定孤立奇点及 类型. 计算留数的方法和技巧在上一节 
已经讲过,就不重复了. 


疒 


R(cos0，sin0)d0 型积分 


2 tz 

圆周 kl 


般采用代换 


,cos 汐 


心则 d 


以必，从而敁 


dz 


• sin 汐 



1 


2 x 


当沒从0变到恥，点$就描出一个疋向单位 


1,只栗被积函数在 kl =1上无奇点，即可应用留数定 


理. 


倒 1 计算下 列积分 


(1) 


5 士 3 sin ^ 




( 2 ) 


sin ^ 

+ bcosd 


dd { a > b >0). 


解 （1) 设 z = e ' 将 slnd 

2 dz 


1 


2 iz 


9 dd 


d 2： 


代人原式，得 


Zdz 


i . i-i Sz 1 + lOiz — 3 


職 


1 Uz + 3 i)(z + i /3) 


被积函数在 14 = 1 内只有一个一级极点 2 


i /3 •而 


‘ 陶，一 i/3：j ⑼ 3 


所以 


2wi • Res 


RM , — +]= 2 ffi '(- 


(2) 将 sin 沒 


2 iz 


,cosz 


+1 


2z 

( z z - 1) 




dz 


4 

代人，得 




1 z 2 (b ： 



2az + b) 


dz . 


* 
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在 kl = 1内有二级极点 z = 0,一级极点义 


( 2 十 s/€L 


2 


b 2 


b 


所以 


I — 2 ^i 




Res^Os ： ) ， 0] + Res 


R(z), 


a + va 


2 


b 1 


b 


tc( lim 


d 




(z 2 - \y 



lim 




o dz \ bz 2 + 2az + b 

U 2 — l ) 2 


z 


2 


jz 一 ( 一 a 一 %/ (a^ — JlT\ 


n 


2(2 r 2 V ^ 2 — 


b 2 


b 2 


2 丌 


Ca - — b z )\ 


例 2 计算下列积分 


( 1 ) 




rit 


da: 


o a 



sin^x 


a>0 } ( 2 ) 


2k 


0 


CGS^jrdjr, ” 为正 整数 . 


解将 sin 2 x 先化为 ~ 2*(1 — cos 2 x )， 再进行 代换. 


■霣 


dx 




o a + sin z x 




n 


Zdx 


i 

v —1 


o 2a + 1 
dz 


cos 2 x 






K 


0 


d 尤 


2a "K 1 一 cost 


z 2 - 2C2d + l)z 十 1 


A = 2“ + 1 — ^/C2a + l) 2 


在 Ul 1 内 ， h = 2 a + 1 + 


s/(2a + l) 2 — 1 在 M 外 ，且々 为一级极点，依留数定理，有 

/ = 2m - 2i • Res[/?(z)^ 1 ] 


— in * lim 


卜 ' 2 — 2a — I — + l) z — 1 


4 w 


1 




2 k 


V \ 2 a 



(2) 将 cosjc 


z 





1 


f dx 


1)2 — 1 
dz 


八 la + l) 2 — 1 




f 

J i*i=i 


z 


2z 

2 L l^dz 

iz 


代入，得 



2 U U 


(: 2 + 1 产 


kl = i 


Z 


2«+l 


dzj 


/ = 0 是 2« + 1 级极点，依留数定理，有 


詹 
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27ri， ^l^(2^)Yd^ [(z2 + 1)2n] 


2n — 1 


(2n)I 


2n — 1 


in\ ) 


例如，求积分 cos 4 ^ d ^ 的值，利用题 (2) 的结果，令 ” = 2,即得 


0 


cos 4 沒 


32 * 


例3 计算下列积分 




(1) tan (^ + ib ) d 0 f b 为实数且不为零; 


0 


(2) cot (0 + 6) d <9, 6为复数，且 Im (6) 矣 0* 


0 


解 此两题类似于第1种类型，但又有所不同.要注意代换 


的形式，使得 [0,7 T ] 能化为圆周 


dz 


(1) 令之二 e 2i ^ +id) , dz - e 2 U ^^2 id ^, 


tanx 



tan (夕十 i 6) 


- z 



当夕从 0 变到 tt 时， z 点可描 成圆周 kl - 代人 ，得 




F . z — 1 dz 

j~ 1 zTi 2S 




z(z + 1) 


dz 9 


在 kl 内的奇点要讨论.当 6〉0 时, C 内只有一级极点 z 

0;当6 < 0时， C 内有两个一级极点2 = 0和 z =— L 


当6>0时，依留数定理，有 


鲁 


2 mRes [ i ? U ),0] 




当6<0时，依留数定理，有 


2 xi { Res [/2(2：)，0] + Res [/?( 2 ：) ，一 1]} 




1 )] = ~^ 
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故 


tan(^ + \b)A6 


办> 0, 

Tti , 6 < 0. 


(2) 令 ; r = e i ( _) ，设 6 = A + iB ， 则 dz = e i ( ^ 6) id ^, d ^ 




鲁 


当沒从 0 变到 M 时， z 点描成圆周 = e _ B 正向 O 

e i{d^A + B'0 _ e -B 9 ^ 




COSJ： 

cotx = —— 

sinx 


e iz -f e 


+ 1 


有 


代入，得 


cot (0 + 6) 



cotid + b)dd 


• It 


被积函数共有两个有限奇点 z 
当 B >0 时，2 = 0在卜丨=< 


^ - r 

g +1 

r B z(z 一 1) 

= 0 和之 =1_ 

^内，故 


dz . 


2 兀 iRes [/?(： e ：) ，0] 


2? 4" 1 


2 冗 i lim • z —7 - T \ — 一 2 兀 i 

r-0 Z(Z — 1) 


当5<0时，2： = 0与2 = 1在1之 I 


内，故 




«■ 


2?ti{Res[/?0) ,0] + Res[i^O) ， 1]} 

2ffi fe 巧 <2 - 1 ) ^ T )]= 2 ^ i . 


故 


cot (汐 + 6) d ^ 


0 


x ziz-l) 

2兀“ B < 0, 

加 ， B > 0. 


例 4 计算积分£ e ^ cosCw ^ — sin ^) d ^, w 为自然数. 

解虽然被积函数不是 coW 和 sinl 9 的有理函数，但也可以用 
变换==归为留数的计算. 


h 


[cosind — sind ) — isin ( n 6 — sin 沒 ）] d 沒 


e COS ^ • »in«d 汐 


-oos^+isintf— ^de 


’V 

Jo 




令 z = e itf ， 则 


Io 


[V 

Jo 




丄 f 27^ 

2 丌 ij I: 卜 1 之― 1 


dz 
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Res[/?0) ， 0] = 2 兀一 lim(e:) (n) 


2 丌 


因为 


/o = / + 


cos 汐 


sin(/ 2 ^ —— sin 沒 ） d 夕， 


0 


由实部与虚部的对应关系，知 


*2w O jr 

I = e^cos {nd — sin 汐)=—， 

Jo n\ 

'2tt 

/i = e costf sin iytQ — sin^)d0 — 0. 

J o 

此题的技巧在于，将所求积分作为实部，再配上一个虚部的积 
分，组合成一个可以进行代换的积分，进行计算.其结果按实部对 
应实部、虚部对应虚部即可写出.当然，根据实际情况，所求积分亦 
可作为虚部出现. 


例5计算积分 J :’ cos 4 4^ d ^. 


解利用变换，有 


^/ e ^_+ 

« 0 \ 2 

cf (- 

J 1*1*1 \ 


汐（令 


e 逬） 


dz 


在 ki = 1内，有一个十七级极点.展开为洛朗级数，有 


(? +1) 4 

一 16? 




所以 


16 r 

cos 4 4^d^ 


L I 4 ^ 15 f. 4 

4^ 7 + — - + 

z 



M + 


* » • 


I " (f 

i Ji * 


2iti 


例 6 


计算 J 。 厂 


解作代换 


， 1 
* 

J 1:1 = 1 1 


- 2 pcos 0 + p 2 v 

e w ，得 

_ _dz_ 

— pz 1 + ( 户 2 — l)z 


U 8 + 1) V 

_ i 6, 册 

6 3 

一 • - = - 7 t 

16 4 

肋 (0 </><!). 
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會 

1 J kl -1 


p(z 一 p) (z — i /py 


在 | z | = 1 内有一级极点 Z ^ p . 依留数定理，有 


2 丌 i 


— Res[/0) ，户 ] 


― 27tlim(z-^) (2 _- p)p \ ― 1/pl = YZTy 
2. [〜只(工) dx 型积分 

J —oo 

注意被积函数应满足条件 AU ) 为: T 有理函数，分母幂次 
数至少高于分子两次.在实轴上无奇点.若有奇点，用疑难解 
析2中提示方法可解决.关键在于准确找出上半平面的全部孤立 
奇点 • 


例7 计算下列定积分. • 


( 1 ) 


(1 + X 2 ) 2 


djT ； 


(2) Jo TT^ dx 


解 （1) R ( z ) 




rvr (1 + z Z J ^ 

上无奇点，上半平面内有二级极点 z 


分母幂次数髙于分子四次，实轴 


i ， 所以 




2 M • Res [ i ?( z ) , i ] 




27ri . i^ lim dr 

(2 — 1)» dzlCz -h i ) 2 


H-i 


(2) RM = 分母幂次数高于分子两次，实轴上无奇 


点，而 


1 +之 4 


(1 + i ) 


■i 

mm 



% 


/Td 

2 


-j r 

A 


__ 

2 (1 + i ) 

2 - 

yr (- 1 + i ) 


其中 4(1 十 1 十 i ) 是尺 OO 在上半平面一级极点.所 


以 
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/ —ni (Res 


+ i ) 


+ Res 


f 

R ( z ) , ― —(~1 + i ) 


f 


丌 i 


1 + i 1 — 


4 v^i 4 v2i 
例 8 计算下列积分 







( 1 ) 


d:t 


o 






{ x z + 4)( x J 

dj ： 



l ) 2 . 


(2) Jo U 2 +a 2 )(X 2 +6 2 ) 

解 （1) R ( x ) 是偶函数，有 

dx _ i 

u 2 + 4)( 工 2 — + iy = ^ 


， <2 〉 0,6 〉 0. 


r+ 


r + 


o 


J 


dx 


一 oo (jr 2 + 4)( 工 2 + 1) 


在上半平面有二级极点 ^ = i _ 一 级极点 z = 2 i ， 分母幂次数髙于分 
子两次以上，实轴上无奇点，所以 


2 




2 wi { Res [ J R (5：) + Res [ i ?(0)，2 i ]} 


iri — 2 i ) 


jt 一 


U 2 十 4)( /十 1) 


2 


+ lim 


d f (之 一 i ) 


2 




? d^l 


U 2 + 4)(? + 1) 



m 


36i 


i 1 n 
36J = 18* 


( 2 ) 


+ oo 


dx 


r +典 


dx 


^ Or 2 + tfW + W 一 2 J - co ( x 2 +/)( x 2 十办 2 )’ 

被积函数在上半面有一级极点2： = ifl 和也故 

I = -ImiResC^Cz),^] 4- Res [及（之），必] 

- - ia ) 

+ l ^ z - lb) 


艽 1 


n 



2\ aib z - a 2 ) Zibia 2 - ^ 2 ) 
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_ 


丌 


* 


2ab{a - 

例9 证明： 

丄 f d g 

2 丌 iJc z n z k 



b ) 


i k ~ n ~ l (n + k — 2)1 
(2hy^ k -\k- l)lJn —— 1 )! ， 


式中，々与 n 为自然数， C 是平行于实轴且与虚轴交于 iA (/ i >0) 的 
直线. 


dx 


c z n ^ 


TKy 


、下 * dx _ • 十 w _dx_ 

• c z n z k • -oo (工 + i/i)^ ix — \K) k 

_ * +TO dx 

= .— (x 2 + h 2 yu + ihy^ 
RM 在上半平面只有一个々级极点 z =认，所以 

^ c%^ ResLR(z)Ml 


Res HR (z) ， iA] 


r 1 d i_l 

0 :1)7 


♦ 

— 

i 


二“々 一 1)! d 广 1 LU + iW 」 

1 i* ( — iy^ l n(n + 1> … （n + A + 1) 


i i； m 

(k-i)iviS cz + ikr ^- 1 

i 一…十卜 2)! 

(* — l)!(2/i) J,+ *- 1 (n - l)r 


例 10 计算积分 dr (/> w ，: r 为非负整数 ，且夕 
< T , g < T ). 

解 由题设 知分母幂次数高于分子两次，矣轴上关奇点，在 

上半 丰面有 r — 1个一级极点, z * = e w/7 >= 1,2,…,•了一 1( 因 

* ■■ 

为分子与分母有公 因子？ 一 1，所以 r «士 1,即实轴古的点不是 
极点）.所以 


dr (/ >， g ， T 为非负整数 ，且夕 


+oo x tp 


士=}广 


M M. 

Res [/?(«) 






尸 一 f 

2 Tz 2T " 1 
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T-l 





fr 


cot 


2 / > + 1 


cot 


2 q + 1 
IT 


当 T 1 = 2n，g = /» + n (/ > w) 时，有 


•2 声 


1 + 


dx 


4n 


cot 


2 p + 1 


2 wsin 


4n 

2 / > + 1 


cot 


2 / > + 2 於 + 1 

4n 


2n 


例 11 


计算积分 I 


dx 


(1 + x 2 )- +1 


( n 是正整数). 


解 R ( z ) 


在上半平面有一个 《 + 1 级极点= 




(1 + 

i . 分母幂次数高于分子两次以上，在实轴上无奇点 • 所以 
I = 2 ^i * Res [ R ( z ), i ] 


2 «i —■ lim 


d - 




O — i) 


(z + i )* +1 (^ — i ) 




2xi — lim 


(- ir(n + 1)0* + 2)-(2n) 


U + i ) 


>+1 


2 m 


• (w + 1)(/1 + 2) … （ 2n) (2w — 1) 


特别地，当 n 
例 U 




n \ 2 u ^ x 

■ - - _ 

0 时 ， J = 


■ 


(2”）！ 


计*积分 f 


+ 2 


m rm 


X 


+ 10 j ^ + 9 

» 

2 


dx. 



在上半平面有两个一级极点 


之 4 + 10z 2 + 9 

« 3 i , 分母幂次数比分子髙 M 次，在实轴上无奇点•所以 
I = 2 ffi { Res [/?0 zr )， i ] + Res [/?( sr )，3 i ] 

* — ~ + 2 ! ” — g ~h 2 

i22 (z^3i)(z z ^l) 


2 m 


lim 


(z + i )( z 2 + 9) 



2 兀 i 


1 



16 



7i 


48 


12* 


3. 


•/ 


i ?( jr ) e iar d ^ 型积分 O > 0). 


睿 
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被积函数是 T 的有理函数，分母幂次数比分子高一次以 
上，实轴上无孤立奇点. 


例13 计算下列 积分: 


( 1 ) 


COSX 


— co SC 


4 .r 


d.r ； 


(2； 


xsinx 


: r t 


— oo 


解 （1) 尺 u ) 


4- + 5 


，分母幂次数比分子高两次，实 


轴上无奇点，上半平面有一个一级极点 e =— 2十 i ， 所以 


Re 


- r 



42： + 5 


dz 


Re{2；ri • Res [ 穴⑸， 一 2 十 i] 


Re 2 丌 i lim — 

_ z—i— 2 之 



Re 2?ri • 


l-Zi 


^e(rce l ~ 21 ) = 7re^ 1 cos2. 


(2) R(z) = r ~ r ^， 分母幂次数比分子高一次，实轴上无奇 
点，上半平面有一个一级极点== i . 所以 


Im 


- r+oo 

—CO 1 


ze 



.2 


dz = Im {2 丌 iRes [ 穴 ( 之） ， i] } 


.t 


「 ，‘ ze lz n 、 

Im 2 ?ri Hm — : r = Jmf 7 rie' 1 l = r . e~ l m 

L " i 之 + 1」、 」 


例 14 试用图 5. 2 中 的积分 路线求 r 

‘ • Jo 


smx 




解因为 


siru: 


dx 


smx 


dx 


由柯西-古萨定理，有 


* 广 

d 一 R 






r 


r n 

+ i 

J j 


-R 


R z 


令 x =— /，有 


图 5-2 


R X 


djr 


"—dt 

R t 




- f 


da , 




鲁 
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所以 


sinx 


dx 


(即 r -► OjR 


)， 


即 


sior 


dx 


例 15 计算积分 e — 2 COS 6: rdx , 其中 a >0,6 为任意复数 • 


Br 


z ^ x^ibtZa 


\ib/2a 


-/? + !> 


-R 


R^iy 


z~x R x 


解被积函数 e ^ cos 6 x 是 

e— 位 2 • ^ibz _ Q—Hz 2 ^ibz 

的实部.因此考虑函数 


R ( z ) = e -^ +如 = e 


^ a [ z ~ h ) 2 ~i 


图 5. 3 


取积分线路如图 5. 3 所示. 

因为 R ( z ) 在闭路及其内部解析， 


故 •, 


1 + A + A + A 


tR 

!= 彳 
J ~R 


az^ + ibz 


dz $ 


h 


W b/U 


e -d(/I+i r ) 2 + iW/t+iy)j ( J^ 


% b / tU ) 


=ie 


e V -办 • e ⑽ #2^)4 夕， 




m -R 

J R 


e - d e -〜 


dx 9 




hi la 


e 一 “{ 一 R^iy) ^tH-R^iy^ '^y 


• 办 /(2u) 


^ay 2 -by ^ ^(6-2uy)i^^ 
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当 


时，有 


1 


3 


e 




广+ 


e 




e 


6 2 /C4- 



K 

a 


1/ 2 | <e_ 


aR 


2 




" /i2U) e ^ 2 ^d R 
0 




0 ， l z ^ 0 . 


同理有 A — o . 
于是，当 K 


时，有 




= e ~^ /(4 " ) ； 71 

a 



由实部等于实部，虚部等于虚部，得 


cos^xdx = e 


办 2 /(知） 


CO 



+ 


■2 


e™ tfX sinbxdx = 0* 


oo 


sin 2 x 


dr . 


例 16 计算积分 J 。 ,(1 + x 2 ) 

解 此例与例13类似，例13是用柯西-古萨定理解，此例用 


留数定理来解•函数穴 U ) 




，分母幂次数高于分子一次 


^(1 + ^ )- 

以上，但实轴上有孤立奇点^ = 0•作以原点为圆心、 r 为半径的上 
半圆周 (见图 5. 4( a ))， 使 C R , l - R t - 构戒封闭 

曲线，此时闭曲 线内只 有一个奇点 i . 于是 


Im 




e 


Zix 


x(l -f x 2 ) 


dx 


Im {2 KiResC - R ( s :)， i ]} - lim 

r*^0i 


f 1 


e 




c z(l + z 2 ) 




r 


而 


故 


lim 


e 


d 之 


<1 +d ) 怎 


m 


2 


Im 


2 m lim 


e 


2iz 


Z' 


z{z + i ) 



m 


2 


Im 


2m 


c 


z 







(1 一 e_ 2 )‘ 
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图 5. 4 

若取以原点为 圆心^ 为半径的下半圆周为 c r (见图 5. 4( b ))， 则 Z 


0在 C 内.于是 


Im 




e 


2Lr 




工 （1 + X 2 ) 


dx 


Im{2^iRes[ J R(jsr) + 2 兀 iRes[/2(jr) ， 0] 




lim 

r-^O 




e 


Ziz 


c . z(l + z 2 ) 

2iz 


dz ) 


t 


Im ( m lim 


e 


1 ziz + i ) 


+ Tti lim 


e 


(之 2 + 1) 2 


m 


Imi Tri 


e 一 2 + 1 


2 


wi J = -—(1 — 


e 一 2 ) 


例 17 计算下列 积分: 


( 1 ) 




( 2 ) 


+ 1 


o 

r+i 


xsin?nx 


x A a 


m >> 0，a 〉> 0. 


e 1 


1 + e. 


dr，0 < a < !• 


解 （1) 


•rsinmx 


x A + a 


dx 


Im 








xe 


x 4 + a 4 


dx . 


R ( z ) 


z 




4 在上半平面有一级极点和,分母幂 


z -\- a 

次数比分子高三次，实轴上无奇点.由定理知 


rv 


xe 


4 

X 十 <2 


4 


djc = 2^i {Res[i?0z:) ， e'e m/4 ] + Res[i?(s:) ， ae 3Kl/4 ] 
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2 丌 1 


.;re 


— '/~Z ~ "it ； / 2 


sin ( v 2 ma /2) 


2 a 


9 


Tri 一 


a 


? 


e ^ w/2 sin 


ma. 


所以 


xe 


\mjr 


0 x 


a 


4 


dx 


TC 


2 a 


e _ 斤则 /2 sin 



ma n 


(2) 因为 0 < 


e 


ax 


1 + e 


x 


< < e 


Cd — 1 ) j * 


，且 0 < a < 1， 


o 


ia — 


e - lu dx 收敛于 — 

o I — a 


，所以 


r +- 


0 


e 


ax 


1 + e " 


dx 收敛.对 


_0 




ax 


e "一 p 

dx ， 因为 


ax 


1 + e x 


收敛，即 


1+6 


X 


< e # 




f. 


fclr = l ，所以 

0 Cl 


ro 


e 


ax 


1 + e 工 


di 也 


e 


ax 




oo 1 + e : 

r+oo gax 


dx 收敛.且 


lim 


1 + e x 

rR 


dx 


yk 


e 


ax 


dx . 


-/? 1 + e 

取积分路线 r 如图 5.5 所示，则在 r 
内只一个一&极点== w ， 故 

I in ■■ 

R(z^dz = 2 兀 iRes[jROs ： ) ，冗 i] 


-R^2ni I 

2ni ^ + 2ni 

t 



E 


_ 

ni 


A 



B 

-R o 

R 


X 


图 5. 


2 m 


e 


ax 


(1 +打 


z = n 




- e 


— 2 兀 ie 


an. 


即 






AB 


R ( z)dz + 


R ( z)dz 


BE 






EF 


RCz)dz 






FA 


RCz^dz 


— 2 丌 ie 气 


因为 


V 




R(z)dz 


oO +2 iri > 


EF 


R(z^)dz 


BE 



dx = — e 2 




rR 


e 


ax 


/? 1 + e 



< 




r2*f 


0 


|e “ 


( R ^ iy ) 


1 + e K + 




;dx ， 


dy 
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■ 




- 1 


dy 


R(z)dz 


FA 


丄一只 +6 


2庇』 尺一 03 r o 

e 「 0<a< 1 

「 2« I ^u( — R+iy) 


0, 


(*2« 

dj < -f 

Jo 丄 


— R^~iy 


dy 




o 1 _ e 


R^y 


2 丌 e 一‘ 
1 — 6 


a > 1 


0, 


则当 /? 


时，有 


1 — e 


1 + e 


djo 


2 丌 ie"' 


所以 


1 + e 


dx 


2 me an 

2^i _ 2 


sman 


例 18 计算积分 


sin x 


dx . 


解 sin 3 x 


e ljr — e _lx 


-4-(sin3x — 3sinj：), 


sin x 


dx 


sin 3 x — 3 siru : 


dx* 


取积分线路如图 5. 6 所示，则 C 内无奇点，故 


/% . 
O ^ 

O 


sm°z 


dz = 0, 


r + 

2i 

k ^ o 


sin 3 z , ^ 

— ^—az = 


sin3x — 3sinj ： 


0, 


Cr 


dx 


-R 


limf = 

r-oJC Z S 


dz 


图 5.6 


lim 


(1 + 3 k + (3 is ) 2 /2! + …） _3(1 +iz + ( iz ) l /2 + 


lim <() 

r—0 J C 


Li \J . 

3 ' 

z 6 z 


dz = 一 3^ i . 


于是 


+°° sin 3 x 


dx 


(- 3m) 


例 19 证明 


dx 


1 + 工 ” —«sin(Tc/«) 


h >2 整数). 
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e 


证 收 ) = r^p 
i ⑶ -m /' 当 ”> 2 时，之 


，有《个一级极点，” 


: e 一 总在上半平面. 
取积分线路 c 如囝 5. 7所示，则在 C 内仅—个奇 
点 e 〜， 故 



CR 


2n/n 


R{jo)dx 





0 


j 




R(z}dz 


c 


R 


R(z)dz 




L 


图 5, 7 


27ci * Res\^R(z) ^e 1K/n ^\ = 2^ri lim 


z- 


， （1 + W 


2^i lim 




i«/« nz 


n — l 


2^i lim 


z 


z^e 


ik/m n z 


n 


： i[ - 丄 e irt/rt 
n 


2 


n 


me iK/n 


当 /? — oo 时， 


U 




c 


(之 ） dz = 0 .在 L 上，令 s ： = re i2 */ rt ，有 


R 


lim 


v 


m 


dz 


L l -h Z n 


lim 

R-^oo^ 




0 gi2w/« 


R 1 




dr = lim 


/?- 


r 

1 M 

Jo 1 


e 


\2n/n 


十， 


dr 


lim 

R-^oo % 


rR e ；2*/« 


0 1 + x 1 * 


dx , 


而 


所以 I 


lim 


rR 

R(x)dx = lim 


0 




0 


1 + x j 


dx 


0 1 + x 11 

2 兀 ie iJt/ ” 

TZx/n 


dx 


n 


(1 一 e l2x/H )n nsin(n/n) 


例 20 已知 


m. 


e 




j/V 


o 


证明菲涅耳积分 


sinjc 2 d：c 




0 



oo 


cosx 2 dx 



证当 z = z 时，有 


.2 


e^dz 


o 




0 


cosx 2 dx + i sinPcLr 


o 


取闭曲线 C 如图 5_8 所示，则 C 内无奇点，故 


.2 


(J) e u dz = 0 f 

c 
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即 


e l ' r dz - 

h 

A e ^ d : + 

J OA 

J 

/ U ; J 


- L , 

e 1 : d 


0. 


BO 


在 0/1 上 ， Z = (0< 工 < 尺）； 


在 /IB 上， 


Re 


\Q 




7 t 


在及）上，二 =re 

CR . 


4 


(0 ^ r ^ R ). 


所以 


或 


j 


e 


lr dx 


rn / \ ] R 2 ^ 2 e R [ e l0 dO + 


0 


J 


0 


_0 


- 2 1^/2 - t A t 

e lr e e /4 d; 


0 


R 


R 


( cosx 2 + isinxOdx 


o 


e 


m/4 






R 


e^ rZ dr 


fir /4 


0 


e 


i^ 2 cos2^-/? 2 sin2^^ e i^^ 


0 




令尺 


CO 


，有 



e 


7ri/4 




Z 


e 


dr 




o 


2 


丌- . e ^ 4 



7C 

2 




7 t 

2^2 


而 


fV4 


e 


i/e 2 cos2^-^ 2 sin2^j^ e i^^ 


0 




图 


< 




: /4 




0 




^/4 


e 


4 咖⑽ 


0 


从而 


J 


= 盖 (1 - e_ 。， 

r/4 „ 9 /? —► cx 

^RhosZd-R^ime^^id^Q _ 


e 


0, 


0 


于是 


( cos ? + isinx 2 )dx 


0 


2 



ZL + i 丄 

2^2 



7T 


比较实部与虚部，即得 


cosx^dx 


0 


_+ 


0 


sinx^dx 





用类似方法，，可以利用 J7v =2 心 =4 证明，当 0 <«< f 


时， 


j 


e_’ cos2a cos (x z sin2«)dj ： 


n 


cosa . 


o 


考察尺 Or) = e^ 2 沿与图 5, 8 类似线路 • 改为 aj 积分.当只 
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秦 



4 OO 时，有 ^ ^ — 0 厂 "^ — 广 2 ( ⑽ 2a+i S inM dr = a 

2 J o 

例21 证明：若尸 ( s ) = e imz f ( z ) , m > 0,且满足 

(1) 在上半平面仅有有限个奇点心0 = 1，2,…， 《) ， 

(2) 除一级极点々（是=1，2,…， m ) 外，在实轴上解析， 

(3) 当 lm(z)>0, z — ⑷时，有 /( 之） — 0 ， 


则 

F(x)dx — 2^\ 念 Res[F(z) ，…]+ + 女 Res [ 尸 Or ) ，工 

J I *=i ^ *=i f 

这里，积分(对所有 •^及 oo ) 取主值，即 

~+oo 

F{x)dx 

J — oo 


lim 

R—OO 




1 F ( x ) dj ： - f ~ 

" 2 V ( x)dx + — + 

F { x)dx 

^ 4 J 

一 R w 

JT| «i 

- 



证 考察积分 = 
e ^/ U )( k ， 取积分线路 r 如图 5. 9 

Jr 

所示 ，闭路 r 是由 .H 的上半圆 

周 C /? 与 \z ~ x k \ = r (々=1,2,…， 



m ) 的上半圆周 C rA , 及实轴上线段[一 

尺，尺]除去这些 小圆周 的直径 （A — ® 5 _ 9 

, ■ ■ ■ ■ ■■ 『 

r ，〜+ r ) 后的余线段 F 所组成.取犮足够大，而 r 足够小， r 包含 


a k 9 \ z - xj \ 互不相交. 

设 Xi < : r 2 < •“ < a ，手是 


Fiz^dz = 
r 


1 F (: r)(Lr + … 

‘ 一 R 


+ R ( x)djc 



j 


C R 


F ( z)dz + 2 


r* 


c 


F ( z ) dz 9 


r k 


已知 lim 


F ( z)dz = 


0 (见教材），证明 


( 1 ) 
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lim F(z)dz 


k 


dz 

c Z ~ x k 

r k 


因为 々是一 级极点，所以 UmO -A)F(z)= 見，即 




于是 


I (z — x k )F(z) ~ R k \ < e (\z — jo k \ = r < 

If ^, v i ^ f dz I 


FCz^dz — f 

*J v 1 


c' z — x k 


= [( 之一 sr k )F(z) — R k ~] 

J s 

/ f \dz\ 

< e — ! —— ! — = we. 

Jc r z — x k 


dz 




dz 


c/ — A 


.0 

J * 


id 沒 


(z — x k = re l$ ), 


所以 



F (z)dz 


* 

， 

k 


dz 


C 、 Z 一 & 


Rk^u 


但是 

令及 


* » 

F(z)dz = 2 丌 i X Res [FQg)t ]， 

J F L_ 1 


r —► 


0,则由式 (1)， 得 


2 丌 i ^Res[F(jg), 々 ] 


_+oo m 

F(x)dx + 2( — 


即 


F( " )d " = 叫 gRes [… “] + |gRes[F(,),x*]|. 


例15、例17、例 19 就是这类例子. 


第四节对数留数与辐角原理 


主要内容 


fiz) 


1- 具有以下形式的积分$ 称为 /Or) 关于曲线 C 
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的对数留数. 


因为 [ln/Or)]' = ¥胃，所以说，对数留数就是函数/(20的 

对数 ln/u) 的导数在它的位于 C 内的孤立奇点处的留数的代数 
和. 

定理1 如果 /0O 在简单闭曲或 c 上解析且不为零，在 C 的 
内部除 去有限 个极点 外也处处解析，则 


2 兀 i t 




N — P, 


其中， W 为 /U) 在 C 内零点的总个数， Z 5 为 /OO 在 C 内极点的总 
个数，且 C 取正向.在计算零点与极点的个数时, m 级的零点或极 
点算作 w 个零点或极点. 

2. 对数留数& £$胃心的几何意义 

考虑变换 w = /(«)，当 z 沿 C 正向绕行一周时，对应的 w 在 
加平面内描出曲线 r， 是一条连续的封闭曲线，不一定是简单的. 

可能正向(或负向)绕原点若于次，对数留数& £ 在数 

值上等于 r 绕原点的回转次数，总是一个整数. 

定理 2( 辐角原理）如果 /(=) 在简单闭曲线 c 上与 c 内解 


析，且在 c 上不等于零，则 /u) 在 c 内零点的个数 等于& 乘以当 
z 沿 C 的正向绕行一周 f{z) 辐角的改变*，即 

N =盖 Ac+Arg/Or). 

3•路西 （Rouche) 定理 

设 /U) 与 g(z) 在简单闭曲线 C 上和 C 内解析，且在 C 上满 
足条件1/00丨> \g(z)\ ，则在 C 内 /(r) 与 f{z) + gdz) 的零点 
的个数相同. 


疑难解析 


路西定理有哪些应用？ 

答 路西定理在代数方面、微分方程方面和函数论等方面都 

有较广泛的应用. 

如在代数方面，可以用路西定理证明：《次多项式尸 O ) 

+ AW 1 + …+ a„ +1 z + a„(a 0 ^ 0 ) 必有 m 个根 . 

在微分方程方面，常系数线性微分方程组 

djc * ^ 

j = 1 ， 2,…， w 

的零解(平凡解）渐近稳定的充要条件 是:特 征方程 

— 义 a l2 … a ln 

a zx a 22 — A •“ a 2n 

= 0 

• •• • •« •*• 

a ni o. nZ ••• — 1 

的根(特征根）的实部部是 负数. 由于特征方程的左边是一 个”次 
爹项式，因此用路西舍理琦以诂明:若《次多项式尸00 = + 

a〆 — 1 +…+ A 在虚轴上没有零点，则尸00的全部零点具有负虚 
部（即全部零点在左半平商 Re ( z ) < 0内）的充要条件是 

lim ^ c &rgP n (z') — — tvk. 

在函数论方面 v 

(1) 区域 D 内单扦解析的函数 / U ) 的导数必不*零.即在 D 
的任一点，有尸00尹 o . 

(2) 霍尔维茨 ( Hunvitz ) 定理设2：是一个区域，且 JD 内的解 
析函数序列人00在乃内闭一致收敛于函数 /( 幻笋 0,并设(：是 
D 内的任意一条闭曲线，其内部也属于£>，且 C 不经过函教/00 
的零点，则存在一个依赖于曲线 C 的数 AT ， 使得当《 > iV 时，函数 
/„00在 C 内的零点的个数等于函数/0：)在 C 内的零点的个数. 
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方法、技巧与典型例题分析 


本节问题分为两类:一是对数留数与对数留数定理的应用，二 
是辐角原理与路西定理的应用. 

一 、对数留数与对数留数定理的应用 

对数留数为我们计算复变函数积分开辟了新的途径，即对 
()/0)心，若能化发(2：)为 ^^ ( a 为常数），且 / Os ) 在 C 内的零 

点与极点个数易于确定，就有 


Cp g(z}dz 

c 


2 m ♦ a a ) 


[: f ( z ) 


c 


/ ⑴ 


dz = 2 a 7 ti(JV — P ) 9 


其中 N 为 C 内零点个数， P 为 C 内极点个数. 

■ 


f ( z ) 

f ( z ) 


的留数有以下计算 规则: 


(1) 若 f ( z ) 在 ^ = %的邻域内解析，々为/00的 n 级零点， 
Wl z 0 为 ^ 的一级极点，且有 

Res ， g 。] = n . 


(2) 若 2：= 之 0 是 /( Z ) 的 m 级极点，则 z =之0是 


f ( z ) 

7 m 


的一级 


极点，且有 


Res 


7 u) fZo 


m 


例 


求函数 /O 


1 +之 


1 — cos2 似 


关于圆周 kl = ^的对数 


留数 • 

解令 r + / = 0,得 f M 有两个一级零点士 i . 再令 gdz ) 
=1 — cos 27 t ^ = 0,得 g ( z ) 的无穷多个零点 A = n,n ^ 0, ± 1， 
士 2 ， “.. 由于 〆 O) = 2^sin2^z,g ,f (z) = 4 兀 2 cos2k ， 可知 〆0«) 
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0, g ff ( z tl ) = 4^ r 2 ^ 0. 所以‘是 g ( z ) 的二级零点， / U ) 的二级 


极点. 


但在圆周 kl 二 k 内，有两个一级零点士 U 七个二级极点0, 


± 1，± 2, 士 3.所以，由对数留数定理，得 


2 丌 i 


O 


z | = it 


f ( z ) 

f(z) 


= 2 — 7 X 2 


12 . 


例 2 利用公式 


— P ，计算下列积分 


( 1)0 






1: | =3 之 


dz ； 


( 2)0 




f 


z 


kl -3 ^ 


1 


dz ； 


(3) O tan ^ dz ； 


(4) 4) 




I e I — 3 


l«i 




3 Z(Z + 1) 


dz . 


解 （1) fM = z , f ( z ) = 1， N=UP = 0 •所以 






- dz = 2 丌 i(l — 0) = 2wi. 

1^1=3 ^ 


(2) /(z) 


=；r 




z 


|z t = 3 ^ 


2 


l ，/'0 O = 2 z,N = 2 ,P = 0 •所以 


dz = 2 m r 4(2-0) 2 m . 


1 


(3) / U ) = cosz^f ( z ) 


sinz f N — 2 


z =士 


n 


，尸 = 0 ‘ 


所以 


r% 


tanzds: = 2^i[ — (2 一 0)] = — 4to. 


(4) 


z(z 一 1) z 怎 + 1 

fz ( z ) = z + 1^ N Z = l f P 2 = 0. 所以 


fx ( z ) — ZjN x = lfP \ = 0; 


(jp I «8 


z(z 一 1) 


dz 




l «! = 3 


丄 心 ― I 1 
2： J U |*3 ^ — 1 


dz 




2 m (1 - 0) — 2 m (1 — 0) = 0. 


例 3 利用 


2 ni 




尸（之 ) 

V fM 


dz N — P 计算下列 积分: 


(1) < t > 


f% 


5之 4 + 6之 2 + 1 


kl ^=2 




U 2 + 1) 


dz ^ 


(2) d) 


r* 


6 之 


14 


ui=4 之 3 — 7 之 + 6 


dz . 
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解 （1)/( 之）=之（： 2 + 1) 2 ，/’0) = 5之 4 + 6之 2 + 1，7^=5 

(z = 0, 二级零点 2= 士 •所以 

I ^ + ^ + ^ = 2^(5 -0) = 10m. 

J k|=4 ZKZ 1 + 1) 

(2) f(z) = z 3 — 7z -\- 6»/ f (z) = 3z 2 — 7. iV = 3 ( 在 C 内有 
三个一级零点 1 ， 2, 一 3),P - 0 •所以 




6z z — 14 

z 3 — 7 之 + 6 


dz = 


2Ki[2(3 - 0)] = 


I2ni. 


二、辐角原理与路西定理的应用 

应用路西定理的关键是构造 FU ) = / O ) + g(z) ，使 / Or ) 与 
尽0)在 C 上和 C 内解析，且在 C 上满足 |/ U )|> kU )|. 这时方 
可应用定理结论来确定一个函数在某区域 D 内零点的个数或某 
个方程在 D 内根的个数. 

例4 证明: n 次多项式 

PnM — a 0 z n + a〆 -1 + …+ a” 尹 0 

有 ”个根 • 

证 （1) 用对数留数证.令 / VQ ) =/00,对/(幻来说，当 
M =及，且及充分大时，有|/&)|>1.所以,/00的零点只能位 
于 H <尺之内•设其个数为 iv , 则 


N 


2 兀 i 


\ t\=R 


f(z) 

7 m 


dz. 


又，由无穷远点留数的定义，有 


Res 


f(z) 

fM 



ki=/i 一 


fiz) 

7 m 


dz 


N . 


但当|糾>尺时， : ^ = | + ?>0)，其中9^)的最高次幂为 5 ：- 2 , 
Bnp r 尸⑷ i 

gp Res |^ y ^ y , ooj = n . 

由 一 N = _ n=>N = ；2, 命题得证. 

(2) 用辐角原理证 • 对尸 , U) 来说，当 R 充分大时，有 
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a x a n 

A c ^argF rt (z) = A c + arg^ 0 ^ -f A c +arg 1 H - ^ … + 二 

= 2^n + 0 = 2 兀 h ， 

故由辐角原理 知：在 ki = r 内， p„(z) 有《 个根 . 

(3) 用路西定理证 • 令 /O) = a 0 z ,l jg(z) = “/ 十 1 +…+〜， 

有 


lim = Oo 当尺充分大时， \f(z) | > | 足 O) | > ()• 

ir-^co J \Z ) 

而 fiz ) = a 0 z n = 0在|2|<穴内有，1个零点.故由路西定理， 
PA ^) = /( 2O +貧 O ) 在 k | < R 内有《个根. 

当|2；| 时，|/(幻丨> kO )| .所以，在= 尺上 和圆外 
有 


\p»(z) I = I/O) + g(z) I ^ I/O) I — \g(z) I > 0, 

即知在圆 kl =及上和圆外没有零点. 

所以， i \0 r ) 有且仅有《 个根. 

例 S 设/00在 D 内除有限个点 >(1 <0外解析 ，〜为 

级零点 ; c 是£>内一个封闭曲线,〜全在 C 内 . C 内还有有 裉个极 
点 ~(1 為为 级极点.若在区域 /) 内解析. 证明: 


f(z) 


k 


Uxlc 7M^ z)dz = S 〜咖） — 


已知 


f(z) = C ( J } (z - ; 广 + C ( n \ x (z - 化 ）〜 +1 + … ， Ci 0 关 0. 


?K>) = <piai) — <jff — a t ) + 


f (z) = n # C^° (z 一 + 


• • • 


故 


f(z) 

7 m 


9<^ 


n^iz - + 


« • * 


C ^ iz - a^^r 


« 摯攀 


[ 沪 (a,) + 9^ (a ( ) (z — ai) + •”] 


ni 


z 


a 


[ 〆 〜）+ …] * 
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因此，史 O) (((:)) 在2 A 的留数为 

类似可证，〆 2O K:)) - 在 z = dj 的留数为一 ( 1 O < 
々）.于是，由留数定理知 

忐 £?^ ( c ) ds == 自邮⑹— g _>). 

例6 设 C 为区域 D 的一条正向简单闭曲线，％为 C 内一点， 
如果 / U ) 在 D 内解析， /'( A ) ¥ 0.在 C 内 fCz ) 无其它零点.证 
明： 


2 丌 i 


O 




C 


zf <jz) 

TuT 


d 之 


z 


0 


因为心是 fM 的 r 级零点，在0 < \z — z 0 \ < <5内， 


/(^) = iz — Z 0 )g{z),g(z) 在此邻域内解析.故 


fM 

f ( z ) 


z 


z 



0 


g f M 


Res 


z 


fiz ) 

fM 


, z 0 J = z 0 . 




■在 C 内只有奇点％，依@数定理，有 


2 ws 


C 


zf ( z ) 

ix^r 


dz — Res . 

_ « 


/' ⑷ 
z 7 iz )^ 




z 0m 


实际上，本例可直接利用上例结论，令 < piz ) = ? ，只有一个一 

r • \ r 

级零点，即可求得 


N 



之 f M 
/(:) 


dz 


之 0 


例7 设 〆 O 在 C : k | = 1上及其内部解析，且在 C 上 
< 1，证 明：在 C 内只有一个点2：。使 < piz 0 } z 0 . 

证不妨取 /(«) = — z ，则 / O ) 在 C 上和 C 内解析，且在 C 
上满足 


" 1 = |/(^) I = | — z\ > IfKz). 

由路西定理 ，/U) 与 /U) + 在 C* 内有相同个数的零点. 

而 /O) 在 c 内只有一个零点.故 /0O + 9(2) 在 c 内也只有一个 


• 325 • 




零点2。，使 / U 。） 十 ^(^ o ) = 0,即 一 2：。十 9( z 。） = 0,从而证得 

< p ( z 0 ) = z 0 . 

例8 设 / O ) 在 k — 2。| <尺内解析，且除/0。）= 0外， 
在其它点处不恒 为零. 证明 ：必存 在一个 A 的邻域.在这个邻域内 
除 A 外不再有 / M 的零点(解析函数零点的孤立点) • 

证 设之。为/( 2 )的 W 级零点，由 / O ) — iz — z o y n < piz ) ， 
? Cz ) 在 k-^ol <尺内解析，所以 〆 =)在 A 处连续.从而 1^)1 
也在 A 处连续，且 1^0)1 >0. 由实连续函数的保号性知，存在圆 
域 \z — z 0 \ <r <尺，在域内 9(2：) _ 0,所以 / O ) 除2。外无其它 

的零点. 

例9 证明 ： 对任给的正数 r ， 恒存在自然数“,当《 > W 时 

f (z') 1 —I— — —j— —— ~ - —1— ••• —}— ■■■ ; ■— 

nK } ^ ^ 2\Z 2 ^ ^ n\z n 

的零点全位于 kl 上. 

证 令 z ^ ■，得 

FAz) == l + f + f[ + … 十匕 ^ /«(?)• 

故只需证 明:对 给定的 r>0, 恒存在7^，当《<”时 ，人 （f) 在 
|f |<+ 内无 零点. 

w 

记 min k f |， W >0, 由于 /,( D 在 m = 丄上一致收敛 

IC[*l/r r 

于 e f ，所以必存在#，当 《 > AT 时，有 

|/.(?) — e f | < 7M < |e f | (在 ■上 j. 

由路西定理 〆 与 [/„( D - e f ] + J = 人 ⑥在=+内零点个 

T 

数相等.但恒大于0,所以 LXO 在 m =丄内无零点.即 FAz) 

T 

的零点全位于 kl<r 上. 

例10 求方程 y — 52 + 1 == 0在以下区域内的零点 个数： 
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(1) \z\ < 1 ； ( 2 ) 1 < \z\ < 2 . 

解 （ 1 ) 在 k I = 1 上，有 I — 5 之丨 = 5 > k 4 + 11 > 0 •由 
路西定理， / O ) =- 52 ：与 y — 52 + 1 在 kl < 1 内零点个数相 
同，只有一个. 

( 2 ) 在 kl = 2 上，有 | z 4 | = 16 > | — 5 z + l 丨，且在 \z\ < 

2 内 AO ) = 〆 有四个零点.由路西定理，函数？ 一 5 ；^ + 1 也有四 
个零点 • 而在 1=1 = 1 上， z 4 — + 1 没有零点，因此，在 1 < kl 

<2 内，函数只有三个零点. 

例 11 证明方程 ^ = A - e - s ( A > l ) 在右半平面上有惟一的 
实根. 

证 设之=+ iy 满足 z = A — e * ， 即 

^ 4- — A 一 e -x cos.y 4 - 

得 i x==A ~ e ^ cosy * = 0. 

[y = e _: sin ： y , • 

所以，原古程只有实根 • 

考虑函数工+ e ' 当工 — 0 时 ，: c + e - 1 — 1 ;当 X7 + oo 时， 
文 + e 〜 4 + oo , 且 Cr + e - 1) 1 = 1 — e ” > 0 •所以 : r + e *， 单调 

增加,有且仅有一个 2 满足 1 + A . 于是,知方程 2:〒 A — 

在右半平面上只有惟一实根.此题也可令 / U )== A — 

— 来证 • 


例 12 求下列方程在圆 M <| ■ 内 根的 + 数： 

(1) 怎 2 — 3之 + 2 — 0； (2) z 1 — 5^ 4 + 之 2 — 2 = 0, 


解 （ 1> 可用多种方法来解此题 . 

1 ) 用辐角原理 /(-) = z z — 3z 2^f Cz) = — 3 ,所以 



2z — 3 

|y|=3/2 z 2 一 3^ + 2 


dz 


_ 2z — 3 

|c| = 3/2 iz 一 1 )(之 一 2) 


2z 一 3 dz 

U!^=3/2 — 2 z — 1 


dz 

2z — 3 
二一2 


_ 1 
I 

JL * 
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2) 用路西定理令 / O ) =—3 z + 2， gO ) =/•在圆周卜| 

= 普 JL 有 

\ f ( z ) | >3|之| — 2 = 4. 5 — 2 = 2. 5» 

| 君 O ) | = \ z 2 \ = 2. 25. 

所以，在 M = | •上，1/001 > \ gM \ >0. 

而/0?)在 H <|~内只有一个根2 = |"，从而确定¥ — 3 之 

+ 2 = 0在丨2：| ■内 只有 一 个根，即 W 1 • 

3) 用解方程法解二次方程 z 2 ~3z + 2 = 0,得 

3 士 -/ 9 — 8 3 士 1 

z = - = - = { 

2 2 U . 

但 z = 2在|之| = -|- 外，所以3之+ 2 = 0在 kl <"| •内只 
有一 个根. 

- 、 - ■ . 

(2 ) 令 f(z) = — 5z 4 一 2, g(z) = z 7 + z 2 . — 5 之 4 ”2 = 0. 

有四个稂 A = 具一 +⑽ /*a = 0,1,2, 3). kvl = < 1 .所以 

' i . 

^ - ■ ■ ■ ■ ■ 

四个根全在 kl <|■内.因而/一 5 ? + ^： 2 — 2 = 0在 M <| - 

内有四个根 .- 

例13证明方程 e*- A = z ( A = l ) 在|幻<1内只有一个根. 

证 令 / O ) =- z . giz ) = e*_ A •在 ㈦ =1 上，有 

. | - 

|/(z) | = 1> \g(z) \ = | 浐一 | = e*_ A > 0. 

而 / O ) = 一 2 = 0在 k 丨< 1 内有一 个零点，所以方程= 
z ( A > 1) 在 M < 1内只有一个根. 

例14 设多项式 

P(z) — a 0 z H + a〆— 1 + …+ a„ ， a 。 尹 0 ， 

满足条件 | a ,. j > ja 。 丨 + …+ |<3/_1 1 + | a , + 1 1 + …+ 丨，证 明: 

• 328 • 


P(z) 在 k I < 1 内有 《 — 〖个零点. 


证令 / O ) = aiZ n ~\ g ( z ) — 尸 O ) — / O ) •则 / O ) 和 g ( z ) 
在 k | < 1 内解析，在 IH = 1 上有 1/(^) I = k.l > 1 发 0 ) I . 而 
/ O ) 在 kl <1 内有” — 〗个零点，故依路西定理， PO ) =/ 0 ) + 
gCz ) 在 k | < 1 内有《 — f 个 零点. 

例 15 若方程 a „ 2 ：" + + …+ \ = 0 ( a n / 0 ) 在虚 

轴上没有根，且 liniA L arg / O ) = — rm . 其中为圆周 | z | =尺在 

£-►00 沢 

虚轴上的 直径. 则方程的根都在半平面 Re ( z ) < 0 内. 

证取圆周 | 之 | = 及的右半圆周为 Cr ，则 Cj ? ~h Z^r =厂《组 
成闭路，取正方向. 

设/(之）= Z ” + + …+ 土 = 0 ，< 2 „ 0 , 

a„ a n 

又 f(z) + ^1 丄 + y A + … + 

L a n z a n z 2 a〆 」 

= 之" [1 + 〆 ：）]， 




— 1 I — 2 I 

U + ▽ + … 


+ 


^0 


a n z 


n 


于是 A ^ arg / k ) = Ac R Sirgz H + A^argCl + 9 ^ 5 ;)], 
显然 A ^ argz ” = •又当 | z | = 00 时有 


1^)1 < 



fo 


o . 


所以 

因而 


limAc arg[l + ^)] = 0, 


R 

limA c argf(z) = lim^ argz 

p fc oo ^ R~*^oo 及 


n 


nn 


R 


故 ^^△ L / t arg /(2) = limt ^ arg / C ^) + arg / O )] 


nn 


(— nn) 




0 . 


例 16 证明：方程 a 。+ acos 沒 + … + ^ rt cosn ^ = 0 当 0 < 

< q < … < 〜时，在区间 0 < /?< 2 tc 上有且仅有2«个互异的根， 
且没有虚根. ‘ 

证 由第三章第三节例21知，多项式 PM -= a 。 + a # +… 
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+ 4 / 全部零点都在 IH <1内，且无正实根（只需作代换？= 

即可）. 

令在|2：| = 1上正向绕行一周，由辐角原理，户(2)绕原点《 
周（根的个数），且与虚轴至少相交 2 n 次由于每个交点对应一个辐 
角，故至少有个0使/^之）= P ( e ifl ) 在虚轴上，使 

Re [ P(e 诏）] — + axcos ^ + < 2 2 cos 汐 + …+ a„cos2n& — 0. 

令之= e ' cos ^^ = Z ~^ Z ~ ，就有 

> .akcoskd =— Ca n + a n ^z H -十 2 a〆 1 -\- a x z ^ 1 + …十 a # 2 ")， 

因为等式右边至多有 2/2 个根 Zj (l <><2/2) ，所以在 （0,2 W 内也 
至多只有 2 n 个实数 4(1 < y < 2«)满足 e itf =勺 (1 < y < 2«)•所 
以 Re [ P ( e itf )] = 0在 (0,2 ir ) 上有且仅有 2 n 个实根，不存在虚根. 


第六章共形映射 

共形映射又称为保形映射，是复变函数几何理论的重要部分， 
是用几何方法来研究解析函数性质的.本章介绍了共形映射的概 
念、共形映射的两类基本问题.讨论了初等函数及某些特殊函数构 
成的映射.读者应掌握一些常用的映射及其应用方面的知识. 

第一节共形映射的概念 


主要内容 


1 对于 2 ：平面内的一条有向连续曲线= 

如桌 〆 0 。）关卢，则表示 ^( 6 ) 的向董与(:相切于点之= 


之 （ o . 

■ ■ ■ ■ L 

(1) Arg^ (t 0 ) 表示 C 上点 z 。 处的切线正向（与 C 的正向 一 


致）与: c 轴正向之间的夹角. 

■■ 今 ■ ■ ■ 

(2) 視 交于一 点的两，曲辑^与 <： 2 之尚的夹角律是 q 与 C 
在交点处的两条切线正向之间的 夹角. 


2 . 解析函数的导数的几何意义与性质 
设 w = f(z) 为区域 D 内 的解析 函数， 2 。为 /) 内一点.若 2 = 

z(t) ^ /?，则 u/(0 = f {z^z f (t Q ). 


( 1 ) 导数 f M ^ 0 的辐角 Argf izo ) 是曲线 C 经过 w = 
/ oo 峽射后在％处的转动角，转动角的大小与方向跟曲线 c 的形 
状 与方向 无关.即映射具有转动角的不变性. 
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(2) 导数的模 \f ( z 0 ) I = lim —称为曲线 C 在的伸缩率， 

Z_fhZ 0 

是经过映射加 = f ( z ) 后通‘过 A 的任何曲线 C 在 2 。的伸缩率，它 
与曲线 C 的形状与方向无关 • 即映射 w = f ( z ) 具有伸缩率的不变 
性. 

定理1 设 W = /00在区域乃内解析，2。为 D 内的一点，且 
f f (z 0 ) ^ 0,则映射 w = /(^)在 z 。 具有以下两个 性质： 

(1) 保角性通过％的两条曲线间的夹角跟经过映射后所 
得两曲线的夹角在大小和方向上保持不变. 

(2) 伸缩率不变性 通过％的任何一条曲线的伸缩率均为 
\ fM \ ，而与曲线 C 的形状与大小无关. 

3. 设函数 w = f ( z ) 在％ 的邻域是一一对应的，在％具有保 
角性与伸缩率不变性，则称映射 w = /( z ) 在々 是共形的，或称 

== / O ) 在 A 是共形映射的.如果映射在 D 内的每一点都是共形 
的，则称 w = /( z ) 是区域 D 内的共形映射 • 

定理2 如果函数 W = /CO 在 ％ 解析，且 /， U 。） 关0, 则称 

w = / O ) 是共形的，而且 Arg/ f ( Zo ) 表示这个映射在 z 。 的转动角， 

I 尸 Uo ) I 表示伸缩率 • 

如果解析函数切= / U ) 在 D 内处处有/'(2；)关0,则映射 W 
== / O ) 是 Z ) 内的共形映射. 

凡是具有伸缩率不变性与保角性的映射称为第一类共形映 
射;如果映射 W = /( z ) 具有伸缩率的不变性，但只保持夹角的大 
小而方向相反，则称映射为第二类共形映射. 

疑难解析 

1 . 具有伸缩率不变性与保角性的映射为什么称为保形 映射？ 

答若映射 W = / U ) 在尸 （2：) 关0的点具有保角性和伸缩 
率不变性，就能够把一个在％邻域内的任意小三角形映射为^。的 
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对应点 初。 = / Or 。） 的邻域内的一个曲边三角形.这两个三角形的 
对应角相等（保角性），对应边近似成比例（即伸缩率不变性），因此 
两三角形近似相似，三角形越小，近似程度越好（因为不同的点伸 
缩率不同）.所以，映射被称为保形映射. 

2. 保形映射要解决哪些问题？ 

答 保形映射要解决两类问题： 

(1) 已知区域 D 及映射 w = /( z )， 求区域 D 在映射 w = /0) 
下的像域 a 

(2) 已知区域乃及区域 G ， 求将区域 jD 共形地映射为区域 G 
的解析 函数切 =/0). 

第一类问题是基础的，第二类 问题是基础上的应用，是 我们应 
努力掌握的. 

3. 为什么说解析函数 w = 的映射在％的旋转角和伸缩 

率与过 ☆的 曲线 C 的形状与方向 无关？ 

答 若 c 为过々点的一条光滑曲线， c :；2： ^ z ( i ) 9 a^t ^ /3 t 
则在解析函数 w = f(z) 的映射下，旋转角 Arg/^zo) — 
Argw r ( t 0 ) — Atg / G 。)， 只依赖于 r 。 与像点 w 。， 即与曲线 C 的形 
状与方向无关. 

不妨选择另外一条过 A 的光滑曲线 ~ z t (£) r < f^t ^ /?. 
记在 w =- f ( z ) 下 Q 的像曲绒为 A ， A 的参数方程为 w = 
fl z i 0 /Oi 0。 )] ，贝 f G 过点％的切线到 r \ 过 2 ：。的切线的 

旋转角仍然義心 _ 

Arg^/ 7 (/ 0 ) — ArgsjJ (/ 0 ) = Arg/ 7 =: Arg/’ （之 。). 

...... 丨 _ :' 

而伸缩 T 率为，从中即可看出，伸缩 

z ~ ^0 

率只与点％与 W 。 有关，而与 c 的形状与方向无关. 

4. 为什么单叶解析函数的映射是保形映射？ 

答若函数 /&) 在区域 c 内解桥，旦当々关 々时, y ( 2l ) 关 
/(4) ，则 称函数 / O ) 在 G 内是单叶解析的.可以证明（略），在 G 
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内单叶解析錄函数 / U ) ，在 G 内任一点2处，都有 /' O ) 古 0. 
于是，我们知功=/(幻的映射为保形映射. 

方法、技巧与典型例题分析 

要确定一个函数的映射是否共形映射，首先是考察函数 / o ) 
是否为解析函数.若是，再考察是否有 f ( z 0 ) ^ 0,是否有转动角 
和伸缩率的不变性或者是否处处解析，最终确定是否为共形 映射. 
讨论映射和图形时，要从转动角和伸缩 率两方 面着手 ，考察图形的 
变化. 

例1 讨论下列函数构成的映射的特点： 

(1) /o) — Tv — 

(2) f ( z ) — to = (1 + i > 2 ： + 2 i . 

解 （1) 因为 尸00 = 1 关 0,且 /(=) 是单叶解析，所以 w = 
fM 是保形 映射. 

由|尸00| =1知，伸缩率为1•又 arg 尸 0)= argl , 可取夕= 
0,所以映射 w =/( z ) 在将2平面上图形映到 w 平面上时,既不转 
动又无伸缩，只是沿着表示2 + i 的向量方向平移了距离 |2 + i| 

― 如图 6. 1所示. 



图 6.1 

* 

显然*若 W 二=，则把每个点映为自己，故又称恒等变换， 

« . j- 

(2) 因为 w = w ! + 2 i，Wi = (1 + i ) z ， u / = 1 + i ， 所以 ， |wi I 
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- / y , arg ^； = arg(l + j . 于是，叫是把图形旋转了 

又伸长了 #倍，而叫 + 2 i 则是将经过旋转 j ， 伸长的 

图形又在 2 i 的向量方向平移了距离 2. 

例2 求映射 ( 2 + 1) 2 的等伸缩率和等旋转角的轨迹方 

程 • 

解 因为= Liz + iyj = 20 +1)，所以等伸缩率的轨 
迹方程 

I 之 + 1 丨 = C (C > 0) 

是以_ 1为圆心、 C 为半径的圆周方程. 

等旋转角的方程 

arg2 (z 4* 1) = C x 或 arg (z + 1) — C 2 

是 一 条从 一 1出发的射线* 

例3 求 w = /在;2： = i 处的伸缩率和旋转角. 问 : w = z 2 将 
经过点2 == i 且平行于实轴正向的曲线的切线方向映射成 w 平面 
上哪一个方向？ 

解 因为= 2 z ， 所以 w /( i ) = 2 i ， 丨= 2,旋转角 argn / 
= y . 于是，经过点 i 且平行实轴正向的向 董映为 w 平面上过点 
一 1，且方向垂直向上的向量，如图 6. 2所示. 



图 6.2 

例 4 函数 w = z 2 和 w == P 在什么区间内单叶 解析? to 二 z 2 
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在什么区域上具有旋转角与伸缩率的不变性？ 

解 （1) 若 A 矣2： 2 ,但4 贝||必 = — 2： 2 .因此，对于一 

个区域，其中任意两点=1，5： 2 ,既有 2：1 古2： 2 又有 A 尹 一 2 2 ,就是 W = 
的单叶性区域，如(9。< argsr < $ 0 + n ( 0 0 是任何实数). 

因为= ( z 2 y = 2之，仅当之= 0时= 0，因此加= 5： 2 在 
复平面上除 Z = 0 外处处具有旋转角与伸缩率的不变性. 

(2) 若 A 古： 2 ,但4 4，则必 A = e i 2,,/3 « 2 或;^ = e iW 3 a ： 2 •因 

此，对于一个区域，其中任意两点 A 关心，又 q 弇 e 〜 /3 ^,々參 

e u " n z 2 , 就是 w = 的单叶性区域，如 <9。< argz <札+ ((9。是 

任何实数). 

例5 设变量 z t + i ： y 描出曲线为 *r = 1, 一 1 < y < 1， 
求这条曲线在映射^ = 下的参数方程. 

解 令。=1 + if (- < 1)，则 it ； =之 3 = (1 + if ) 3 = 

1 + 3 k — 3/ 2 — W ， 所以其参数方程为 



例6求下列映射在点々=— l +2 i 处的旋转角，并指出映 
射分别将2平面的哪一部分放大了，哪一部分缩小了. 

(1) w = f (z、 = je 2 + 2z ； (2) w = gCz^ = ln(；e 一 .1). 

解 （1 )/OO = 2之 + 2,在点 z 。=—1 + 2 i 处有 

尸( 一 1 + 2 i ) = 4 i ， arg 尸 (之。） = 寻， 

\f { z ^\ = 2 ■/(•!+ I ) 2 y z (z = x ~ {- i ^). 

当1/’0)〖<1时，即在区域0 + 1) 2 + /<~^时图形缩小， 

■ * 

在区域 Cr + l ) 2 + y >- i - 时图形 放大. 

(2) g f ( z ) = ^ ，在点2。 = — 1 + 2 i 处有 ' 
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g ( — 1 + 2i) =— ~ (i + 1 )， 


arg 


- 4(i + 1) 



/ (x — i )^ + y 

当 k ' u ) 丨<1时，即在区域0~1) 2 +7>1时图形缩小， 
在区域 u — I ) 2 + y < 1时图形放大. 

例7 在映射 w =匕下，下列图形映为什么图形？ 

(1) 以= i ， Z 2 = — 1 yZ 3 = 1为顶点的二角形； 

(2) 圆形 |^ — 1 1 — 1. 



图 6.3 

解 因为 W = i ， 所以 | u / 丨二 i ， arg «/ = argi . 即伸缩率为 


1,旋转角为 f . 

(1) 映为以叫 =—1, W 2 =— i ， w 3 = i 为顶点的三角形. 

(2) 映为圆域 | W - i | <1. 


例8 映射 w = d 把上半个 圆域： M <孜, ImO ) > 0映为 

什么区域？ 

+ ■ ■ ■■ ■ ■ 

解因为= 2 z , 除原点外处处共形,所以将上半个 圆域: 
kl <穴，1111(；2：)；>0映为|«/| # i ? 2 ,0< a r gtc /<2 JT •即以原点为 
中心，去掉正实轴的圆的内部. 


例9设》平面上的面积微元为 dxd ： y , 在解析函数 to = / ⑷ 
的映射下， 证明: W 平面的面积微元为 | 尸 M \ z dudv . 若= / U ) 
在区域 D 内解析，何时有 
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1^* 

G 的面积 = \f(z)\ 2 dxdy7 

D 

证 如图 6. 4 所示，因为 | dto | - 所以像的面 

积微元在伸缩率不变性下为 | d ^| 2 = \ fMV \ dz \ 2 = 
| 尸 U ) } 2 1 di | | dj | ，即经映射后的面积为 | T 7 U ) | z dxdy . 



图 6.4 

当 w = /0O 是单叶解析的，有 




G 的面积 


\f r (z)\ 2 dxdy^ 




否则不成立.如对 


2 ： 2 ,将 U < 1 映为 < L 


G 的面积尹 i\z\ 2 dxdy = 4 t z dtdd = 


i*f 



例 10 利用上例结论，当 Z 在 Z ): l < | = | <2, 一 f <argz 

< j 上变化时，涪数 W = « 2 的值域的面积是多少? 

解因为 W = /在上述区域是单叶解析的(见例 4) ，所以可 
用例9结论，像的面积为 

it f */4 n ir 

\2z 1 2 dxd^ = I ir 2 * rdrdd — -~tc. 

J i 2 

例 11 设 w = / Or ) 在圆 <1 内解析，导数处处不为零. 
证明 ：圆周 ("<1)在切=/00的映射下,像曲线的曲率 

等于 
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图 6. 5 

依曲率定义，有 

. _ dr _ dr/dO _ dr/dd 
~ ds ~ ds/d 夕一 |z/’ O) I ’ 

但由转动角的关系，知 

r = f 十 Argf 1 (z) = ^- H- ^ + Arg/ f (z ), 

芸 = 1 + | Atg/，(Z) * 

z fH — d [ Ln 尸 ⑸〕 = 丄 i-Ln/^Cz) 
f(z、— dLnz i dd^ nJ U；, 

Re 隙卜 *八一)， 

, _ 1 + Re{zf\z)/fjz)) 

~ \zflzY\ • 

例 12 证明：映射 w = z + — 把圆周 \ z \ = C 映为楠圆 

z 

u = C + 告 1 cos 汐 ， v = ( C —去， sin 沒. 
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又 


从而 


证 设 。二 r(cosO = i + 因为 


XV 


r% - 




(cosi9 + isinO) 


(cosO + isinO) 


(cosd + isin^) 


cos 夕 —— isin^ 


+ 




cosd 


slnO. 


由 kl =C> = C ， 所以 


zv 


c+ c 


cos 汐 



C 


C 


sinOy 


即 w = C + 

例 13 证明：在映射 m = # 下，互相正交的直线族 ReU )= 
C \ 与 Im ( s ：) = C 2 依次映为互相正交的直线族 U = wtanCi 与圆族 

u z v 2 = e _2<：2 . 


C 


cosd ， V 


C 


C 


sinO . 


iflE ISl 之 = i + i«y ， w = u iv. 

由 ReO ) = CulmM = C 2 , 知 = C x ,jy = C 2 . 

: j 

由 t £； = = e—’Ccosx + isinx ) ，知 

u = e'^cosj：, v = e~ y smx. 

所以，在映射 w = e i £ 下，直线族 ReO ) = C \ 映为直线族 + = 

tanx = tanCi ; 直线族 ImO ?) = C 2 映为圆族 w 2 -\- v z = e~ Zy — e _2 C z . 
两者显然正交， 


第三节分式线性映射 


主要内容 

' : ■ . 

I 

1. 由加=$^ ( ad — &关 0) 定义的共形映射称为分式线 

c z cl 
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性映射.其中为常数. 

分式线性映射可以写为（上式两边乘以 a + J ) 

czvz + dzv —— az ——6 = 0 ， 

则对每个固定的关于; T 是线性的;对每个固定的 4 T ， 关于 W 是线 
性的 • 故分式线性映射又称双线性映射. 

^ = a ~^ 2 的逆映射 

— clzv + 6 / / … ，、 

-= “ (( — a)( -~ ^ # 0) 

也是分式线性映射. 

两个线性映射的复合也是分式线性映射.如 

at + B 

w = ( a & —古 0) ， 

t = 关0)， 

复合可得 

{ 2 Z -4 - b 

w = + d icid 一 6c = {ad — 沒 y)(w — 沒 ’ 广）古 0)_ 

I 

2 . —般分式线性映射切可以看成是由下列各映射 

复合而 成的： ‘ 

(1) w = 2 + 6,是一个平赛映射 ； 

<2> ^ =似，是一个旋转与伸缩 映射； 

1 1 

( 3 ) w = 7 ,是一个反演映射，是两个对称变换=含与 w 

=^的 复合. 

3 - 关于圆周的一对对称点 

设 C 为以原点为圆心、 r 为半径的圆周•若在以圆心为起点的 
一条半直线上，有两个点尸与/^满足关系式 oP . o /^ 就称这 

两点为圆周 C 的一对对称点. 

具体做法是 :从圆 周外点 P 作圆周 C 的切线 FT , 由了作的 
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垂线，与0尸交于尸、则 P 与 P f 为一对对称点 （见图 6. 6). 



图 6. 6 

P f 即图中的再作关于实轴的对称点即得 w = 

z 

4. 分式线性映射的性质 

(1) 分式线性映射在扩充复平面上是一一对应的，且具有保 
角性. 

(2) 分式线性映射将扩充2平面上的圆周映为扩充切平面上 
的圆周，则称分式线性映射具有保圆性. 

如果给定的圆周或直线上没有点映成无穷远点，则它映为半 
径为有限的圆周；如果有一个点映为无穷远点，则它映为直线. 

(3 卜分式线性映射将关于圆周 C 对称的两个点映为关于 C 的 
像曲线 r 的一对对称点（直线看作半径为无限且经过 po 点的圆 

a 

周）则称分式线性映射具有保对称性. 

<1 

— ‘ 

(4) 分式线性映射将$平面上三个相异的点映为 w 

■■ , 

平面上三个相异的点叫，叫，1^ 3 ，且使交比 

■ ^ ■ i 」 ■ ■ ,】 1 

h ■■- ■ ■ 

XV 一 ZV X XV 3 一 ZVi Z 一 Zi _ z x 

^__ 

TV _ zv 2 zo 3 一 uu 2 z 一 z 2 z 3 一 z 2 

保持不变，则称有保交比不变性. 

5. 如果给定2：平面上任意三个相异的点在 W 平面 
上也任意给定三个相异的点《； 1 ，1£/ 2 ，1^ 3 ，则将2：*(^ = 1，2,3)依次 
映为 w k {k = 1,2,3) 的分式线性映射是惟一存在的 ， w = /0 O 满 
足 
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6. 在分式线性映射下，如果在圆周 C 内任取一点而点^ 
的像在 c 的像 C ' 的内部，则 c 的内部就映为 C 的 内部； 如果 Z 。 的 
像在 C 的外部，则 C 的内部就映为 C 的外部. 

如果在 C 上取定三点力它们在 C ' 上的像为 Z 0 1 , ZC 2f 
W 3 . 而 C 依 A — 2：2 — ;的绕向与 C 依叫—历 2 — W 3 的绕向如果 

相同时， C 的内部就映为 C 的内部；绕向相反时， c 的内部就映为 
c f 的外部. 

这两条准则是确定映射区域对应的依据. 

7. 在分式线性映射下，当两圆周上没有点映射成无穷远点 
时，这两圆周的弧所围成的区域映射成两圆弧所围成的 区域； 当两 

•m 

圆周上有一个点映射成无穷远点时，这两圆周的弧所围成的区域 
映射成一圆弧与一直线所围成的区域；当两圆周交点中的一个映 
为无穷远点时，这两圆周的弧所围成的区域映射成角形区域. 

8. 三种典型区域之间的共形映射 

(1) 上半平面 ImOr ) > 0到上半平面 lm (^)>0 的分式线性 

映射是 : w = t ^，其中 a ， b ， c ， d 为实常数，且 ad 一 6 c 0. 

具有这一形式的映射也将下半平面 TmUXO 映为下半平面 
Im ( w ) < 0. 一般利用在 z 平面实轴上取三个相异点 2 ：! < z 2 < z z 
和在 W 平面实轴上的三个相应对应点 Wj < w 2 < w 3 , 由交比不变 
性即可求得 .. 

(2) 上半平面 IrnCz ) >‘0到单位圆 | w | < 1内部的分式线性 

映射 是:切 ==，其中0为实数， A 为上半平面内映成圆心 
仿的点 也记成々） . 

(3) 单位圆 k | < 1映为单位圆 | w | < 1的点的分式线性映 
射是:功= _二二 )( \ a \ < 1). 其中 <9为实数， a 为单位圆 U 丨 

\丄 t / 〜 / 
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< 1 内的任意一点 ( e ‘ tf 也记成々） . 

疑难解析 


1. 分式线性映射有几个复参数，几个实参数？有几种方法可 
以惟 一确定 一个分式线性映射？ 

答 分式线性映射 w 都是复常数，所以 

有四个复参数.由于有约束条件 ad — be 參0 存在，故只有三个独 
立的复参数.每个复数均可表为 a 实数），故分 

式线性映射有六个独立的实参数. 

由于一个分式线性映射有三个独立的复参数，因此给定三个 
条件就可以惟一确定一个分式线性映射.常用以下两种方法. 

(1) 给定 z 平面上三个相异的点和 m 平面上三个相异的点， 
当确定对应关系后，由交比不变性可以惟一确定一个分式线性映 
射. 

(2) 若给定一个圆周映为一个圆周（或直线），要求某一定点 
映为某一像点，并且此点上某一方向映为像点上某一方向，也能惟 
一确定一个分式线性映射. 

2. 为什么说“交比不变性”惟一确定一个分式线性映射？ 


答 


W — W x W z — Wi z — z x z % 一 z x 
-: [ -=-:- 

^ 一 xv z xv z 一 zv 2 z 一 z 2 Z 芝 一 z t 


( 1 ) 


可写为 


(TV — Wx)(w 3 — ZV 2 ) — (z — Zj)(z 3 — z 2 ) 

— iv 2 )(w z — rv x ) (z — z 2 )(z 3 — z x ) 


( 2 ) 


惟一确定一个分式线性映射，因为可以代人直接验 证：当 2 


时 ， w = w lf xv 2$ w ^. 


令 A 


(W 3 一 Wi)(z 


3 


(tt^3 — ^2)(^3 — ^l) 


U ^ o )， 则式 （2) 化为 W 


XU 


w 


u>z 


A 


z 


z 


z 


a 


i ，因为不相等，叫， U ； 2 ， W 3 也不相等，令 


-2 

zv x — Xzv ? ^ b 








u^ 2 ，c 




1 — Aj d = 


■ 
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则 


Ut 


{ad — be = (wj 


■ 

cz a 
Xxv 2 ) (Az { 


， ad — be ^ 0 

— Z 2 ) — (xv 2 z l — ZV^Z.^d — A) 


=A(w x — w 2 ) (^i — z 2 ) 0)* 

所以式 （2) 表示一个分式线性映射. 


当分式线性映射 w 


az 


cz 




az k + b 
cz h + d 


; 满足条件 

t 

(k = 1,2,3) 


时，分式线性映射是惟一的. 


在心，々，；^和中出现 OO 时可以这样处 理：如 = 
，则先令 h 换成有限点4,然后令4 这时，式 (2) 中出现 


2 


.所以，凡某已知点为 OC 时，直接换成1就行. 


3. 什么是映射的不动点？一个分式线性映射有几个不动点？ 
答 一 个映射 W = / Xz )， 若有 Z = / O )， 则称点 2 T 为映射 W 


fM 的不动点.对于一般的分式线性映射 W 


<iz b I, 

不动点 


最多只有两个. 
因为由 Z = 


az 


cz -V d 


得到的一元二次方程 


—(<3 — d、z — b 




至多有两个根，即两个不动点. 

若 U ； == f ( z ) 有三个或更多不动点，则必为恒等变换 W = Z. 

4. 关子圆周 (：的 对称点有什么特性?在分式线性映射中怎样 
利用对称点的不变性？ 

答关于圆周 C 的对称点的定义和求法请参看本章主要内 


容3, A ， 为圆周 C : \z — Z 0 \ 

过 A , A 的圆周厂与 C 正交- 




A 的一对对称点的充要条件 是:经 


如图6,7所示，作 r〆 与厂相切， 〆 为尸上切点.则 

k f — ^ol 2 = 丨之 2 一： oM:l — :ol ， 
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由对称点定义知， I〆 


穴 2 ,故夕 


\ 在 C 上.而 r 的切线即 C 的半径，所以 r 
L f z|y^\ /与^ 正交.反之，若「过 :〜与〜 且与 <^正 
\^1 ' ~ y Zt ^> 则直线与 c 正交，并且过％.而 r 

- 〆 与 c ■正交于 〆 ，则 c 的半径即 r 的切 

图6,7 线，故 kl — 2 0 I 1^2 — Z Q I = ，即知 2 1 与 

-2 是关于圆周 C 的一对对称点. 

又，2与^关于实轴对称. 

在将上半平面 ImOO> 0 映为单位圆内部 |tH <1的分式线 
性映射就利用了对称点的不变性. 


az b 
cz -\- d 


将点 


映为 




0,则由对称点的不变性 


映为 


，且 


aa ^ b = 0=>6 


⑽， ca d — 0 =^d 


ca. 


于是 

再由 


鲁 




0 与 I 


1 上某点对应，得 


0 ^ 6 ^ 2^. 


所以 


(Im(a) > 0). 


5. 怎样理解一个分式线性映射 


az b 
az d 


答 


H 称为分式线择映射，要求 ad — be 手 0 ,否则 


dw 

ds ： 


ad — be 
(cz + dY 


0, 


AjW 


将 f 平面上点映射仿平 


面上一个点，不是共形映射. 


XV 


az + b 
cz d 


bjiv = azj 


复合而成. 


( 1 ) 


(2) zv 


+1 是将 z 平移距离 6 的映射(见图 6. 8(a))； 
' 是旋转映射 w = e 1(? c： 或伸缩映射 w = h (见 
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M 6. 8( b ) 、 （ c )); 


(3) = 士 是倒数映射（两次对称变换见图 6.8( d ),( e )). 

4 



(d) 


图 6. 8 

在讨论分式线性映射时，就以这四种基本映射为基础来寻找 
结论 （ 图中将^平面与加平面重合在一 起). 

6. 将 z 平面上单位圆内部 | z | <1映为 w 平面上单位圓内部 


1^1 <1的映射 ^ = 二^中，实数 W 的几何意义是什么? 

Z — u 


答 0是映射二^在单位圆内点 a 处的旋转角 

Z — u 

argw /( a ). 因为 


w f (z) = e 


\e 


1 — aa 


xv f (a) 


e 




所以 


(1 - a ^ r ) 27 …"， 1 - H 2 ， 

argw f (a) = arge^ — arg(l — | a | 2 ) = d 9 


W < 1 ， 


方法、技巧与典型例题分析 


一、 分式线性映射的概念 

分式线性映射是一类既简单又重要的映射，通过本部分例题， 
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我们要加深对分式线性映射概念的理解，熟悉分式线性映射的分 
解和复合，熟悉保角性、保圆性、保对称性和保交比不变性，并且能 
分析复参数的取值对图形的影响等等. 

例1 证明 ：对任 何一个分式线性映射 w = _ ^都可以认 
为 ad — be = 

证 分式线性映射要求 ac /— & # 0,则 

azj (ad — bcY n + hf {ad — 6c) 1/2 o! z + b f 

■■■，土」 ....— ^ — ■■■■■■■■■ ~~ -^— -■■■■■■■■ 

cz/(ad — bc) l/2 + d/(ad — 厶 c) 1/2 c f z + d f • 


又 



即可认为 ad — be = \ 成立. 




例 2 证 明：对 称映射 = ^ 不是分式线性映射. 


证法1 因为切= L 即《 + ix ; = X — 匕，所以_ = 1，_ = 

0*^ = 0,^ —— 1，不满足 C - R 条件，即 w = Z 不解析.但分式线 
性映射是解析的.故 w 5不是分式线性映射. 



解得 b = c = 0 9 d = a ，即如=—与 w = $ 矛盾 • 

a 

例3 映射 w = 将圆周 k | = 1映为直线，它的参数 

应满足什么条件？ 

解首先，分式线性映射应满足 一 c 4 本 Q . 

其次，若 >丨=1映为直线，则 kl =1上某点应映为 oo , 即^ 
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+ d = 0, 故应有 —i = 1 ，即 U'| = Wl* 

所以，参数应满足 d 尹 0 且 | c 丨 = 

例4 将映射 W 分解为四个简单映射的 复合. 

^ 丄 


解 


将 w = 3' 十 ■■ ? 变形，得 

15：—丄 


UU = 


3 ^ + 4 

2：十 i 




4 - 3i 

(^ + i) 



=- 3i — (3 + 4i) 
所以可以分解为 


平移变换 


= ^ + i ; 



倒数变射 


1 

= —- 

XV% 

- 3 i ; 


伸缩变换 

仿 3 

= 1 3 + 4 i | t ^ 2 ~ 

= 5 w 2 j 


旋转变换 

ZV A 

4 

= e lff w 3 i 6 = arctan — 9 = 

= e m zv 4 . 


例5 证明 := 1 与 h 关于圆周 - Bz -{- Bz D — 0 对称 
的充要条件是 Az^z + Bz z -\ - ~ Bz x -f -D — 0. 

证 圆周方程可以化为 \ z - z 0 \ =/?，其中 2 ：。=-|，尺= 



B 

A 


A 


>0 C 4>0， Z ) 是实数). 


若 A 和 2T 2 关于圆周对称，应有 (2：1 — Z 0 )Cz 2 — z 0 ) = 尺 2 ,即 




2 


+ 


BB 
A A 2 


D 


化为 


A 2 z x z 2 + ABz 2 + ABz x + BB — BB — AD ^ 


即 Az x z 2 + Bz 2 + Bz x + Z ) = 0. 

反之，也成立（读者自己可尝试逆向推出）. 

例 6 证明： 平移变换可以分解为两个关于直线的对称变换. 

证 取直线 A 为过== 0且与向量6垂直的直线，为经过 
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b 的中点且与向量 6 垂直的直线. 
设 b = |6| e %， 易证： 

(1) ^关于的对称映射为 C = 

(2) 又关于/ 2 的对称映射为 


[y b 

i \2B n 

1 

b 

l r ~ 2j 

= — e 0 

z ■ 

~ Tj 


因此连续地进行两次映射后即可得到 






=之 + 6, 


例7 证明 ：相似 （伸缩）映射加=& a > o ) 可以分解为两 
个关于圆周 jwl = K :， lw | =尺2的对称映射，且々=尺?/%. 

证设 第一不 圆周半径为 A ，第二个圆周半径‘尺 2 ,且々= 
招/咫，则对任意点 h 作关于 k | =尽的对称映射，得 
再作关于 kl =/?2的对称映射，得 《 v = Rl / z . ' 

因此连续实施两次对称映射后即可得到 


m R\ R\ t 

71) = ■■■ ■ …— = -=- 二 2 = KT. 

(Rl/z) Rl/z Rf 

例 8 证明 ：两直 线在无穷远点 oo 的交角与这两直线在第二 
交点(有限点）的交角大小相等、方向相反. 

证设两直线为 A 因为是研究在〜点的交角，所以考虑 
映射(变换)如= \/ z . 

又设 V 与4在映射 w -= 1众下的像为 A 与 I 下面分情形讨 

论. 

(1) A 与4都过原点，即交点为= 0* 在映射 w i / z 下， A 与 
h 映为过原点而与它们关于实轴对称的直线与4(见图 6. 10). 




若 A 与乙在 z = 0的交角为/?，则 G 与 A 在原点 W = 0的交 
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角为一 /?. 因为两曲线在〜点的交角 <9定义为在倒数映射下这两 
曲线的像曲线的交角久所以与4在原点 w = 0 的交角正是心与 
【2 在无穷远点00的交角.从而知，交角确与 A 和4在第二交点的交 
角大小相等、方法相反. 

(2) 设 A 乒0,此时 A 与4中至少一条不过原点.则在映射 w 
= 1/ z 下，像 A 与至少有 一 条映为圆弧. . 

因为 z = OQ~^w = 0 t z Zq-^-W = 1/之6,所以若 A 与忍在 
W = 0的交角记为 一存 ，则 A 与4的交 角为見 而 A 与4在 W = 0 
的交角一 /?正是 A 与4在2 = oo 的 交角. 由《； = 1/2的保角性， 
乙与4在 A 的交角应等于 / i 与4在1/^0的交角 象故 /,与/ 2 在 OD 
的交4与 A 和6在第二交点的交角大小相等、方向相反. 

图 6. 11 所 示的是 A ,4都不过原点情形 ，圈 6. 12 所 示的是 A ， 
4有一条 ( M 过原点情形. 




图 6. 11 

例9 证明 ：任意 四个相异的点 z k (k = 1,2,3, 4) 可用分式线 

性映射成1，一； M ， 一 々的位置，此处的 々值依 点而定，共有多少 
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解？互相又有什么关系？ 

证 由交比不变性，设 ( A ， A ，2：3,2：4) = (1，一 1，々， — = 

显然 A 随点4而定.由 


k — 1 — k — 1 A ^ L 1 + 乂 I 2 vA 

r + T ! = X+T = = T^a ± Y^a 


可见 6 值依 A 而定,而且有两个解，满足 


kl * k 2 




1 + A 

1 一 A j 


2 


2 

1 — A 


1 


即 h 与心互 为倒数关系. 


例10 证明：圆内接四边形对边乘积之和等于两对角线之 


积. 


证设圆内接四边形四个顶点为要证明 


kl 一 hi • k 3 — = 4 | + 1^1 — Z 4 \ * \z 2 — z 3 \ 

=kl 一 =3丨 • 1:2 —之 4 I , 

由第 一章索 一节例38知，若四点共圆，则交比 
Ui ,- 2 ,-4^ 3 ) =义 （ 实数 ,0< A <1) .可以证明，互换点的位置时 
交点有不同变化.因为 Ui ，2 4 ,2 2 ， z 3 ) = 1 — A ， 故 

|0 r ”2： W 3 )| + [(之1，之4,之2,之 3) 丨=1， 


即 


之1 — 之2 

Zi — z 3 


去分母，得 
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| 之 1 一 々 I • I A — 二 3 1 十 1:1 — ^4 I • \ z 2 — ^3 \ 

— \z — Z 3 \ \z 2 — Zi\. 

二、分式线性映射的确定与映射的图形 

分式线性映射是共形映射的一种，它的研究也分两类问题. 

第一类问题是 ：已知 2平面上的区域（或点、圆弧）和分式线性 
映射 w = /0 r ) ，求 w = f ( z ) 映射下 D 的像域 G . 解决这一类问题 
的方法是，求出区域 D 的边界(或点、圆弧）的像，然后再由绕向确 
定像域 .一 般方法可以归纳为 口诀： 

由区域求边界，依函数求图像，边界绕向定区域. 

解决这一类问题的关键是要熟悉圆弧、直线在不同情况下的 
对应关系，以及 D 的边界 C 的内部对应区域确定的法则（内点确定 
法或绕向确定法). 

第二类问题是 ：已知 2平面上区域 D 和 w 平面上区域找到 
将 D 映为 G 的分式线性映射 w = / U ). 这类问題比较复杂，它要 
依据与 G 的形状与关系，找出反映两个区域间关系的 函数. 一般 
都不能用一个简单函数表示，而要从两头考虑，利用我们熟知的典 
型变换作跳板，最后联系起来，利用复合关系求得函数.一般方法 
可以归纳为口诀 it 

鬌两头想中间，典型睞射来过渡，联系起来求函数. 

： - ， . - - X ■ ■ 

例11 若分式线性映射 W {ad — be 參 0) ，求把5： 

平面上三圆弧所围成三角形映为 w 平面上的直线三角形的充分 
必要条件. 

解如图 6. 13所示若映射将; r 平面上三圆弧映为三直线，则 
由三直线都过点 oo 可知，对应的三圆弧上都有一点映为 oo 点.由 
一一对应性，这点是三圆弧的交点. 

由 00 = + = 0= ^ z 所以 z 平面上三 

圆弧交于点 z ―― — 是必要 条件. 
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又若三圆弧交于一点 z =_ 4■，则由分式线性映射^^ = 

V- 

的保圆性知，三圆弧映为三圆弧，但2 = 映为加=°°， 

cz + a c 

所以对应的三圆弧半径为无穷大，即映为三直线. 

故确知，分式线性映射将三圆弧映为三直线的充 

分必要条件是 P 平面上的三圆弧交于点 


例12 在映射 W 


Z 


下，三个互相外切的圆周（有一个切点 


在原点 ^ = 0) 所围成的区域映为什么区域? 


解如图 6. 14所示，叫 


z 


是分式线性映射 a = d — Qfb 


c 


1 ，所以具有葆，将二， A 映为过 oo 的直线，即射线 w 和 


A 


o f b r . ab 映为 W . 


又 w =丄具有保角性，所以与射线 W ， o f b f 相切，且无有 

z 

限交点 • 即^^为半圆周和 w 相互平行 • 

在 w == i •下，三个互相外切的圆弧所围的曲边三角形映 

z 

为两平行射线和半圆周 al' 所围成的 区域、 

暑 

例13 分式线性映射 w = 将角形域乃： IrnOr)>0 H 

Re(>) > 0映为什么区域？ 

解如图 6. 15所示， D 即^平面上第一象限 ，乃 的边界为正 
实轴和上半虚轴. 



图 6. 15 

先求出£>的边界的像.在上半虚轴取三点 o , i ，2 i ， 分别映为一 
1，0,1/3;当 z = oo 时 ， w = 1. 所以上半虚轴硤为 w 年面 M 轴上区 
间[ _ 1，1]. 

再在正实轴上取三点0,1，2,分别被映为切平面上 一 1, _ i , 
(3 — 4 i )/5; 当 时，功=1，而点一 1， 一 i ，（3 — 4 i )/5 

的模均为 L 

由分形线性映射的共形性与保圆性，依边界绕向知4平面上 
第一象限映为 w 平面上的下半个单位圆内部:. 

\zv\ < 1, Im(w) < 0. 

I 

^ I ■ p 

例 14 证明:如 = UZ 将 Im (2：) = 0映为 lm ( Tv ) = 0的 

cz a 

充要条件是 He 为实数. 
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证 已知 w 


az + b 


，ad 一 be 幸 Q , 


充分性 


az h 
cz d 


n ■/ J 7 ， w f V. 

cz a 

在 ImO ) = 0 上取三点 0 ， l ， co , 经分式线性映射 w 
映成当〜办而 d 为实数时，叫=去，议， 2 = 


在 Im ( w ) = 0上，所以 Im (^) = 0被映为 Im ( w ) 


必要性设叫 ，叫， 奶为实数 • 若3 = 0,则 c 关0,于是，由叫 


b 

7’m 


ci b 


知 


c + d fW3 c ^ 
a = cw ” b 二 ctv 


c(xv z — zv 3 ) 


az -\- b cxv 2 z + c { w 2 — zv s ) zu z z -h w ； 


XV 


tm 


cz 


进行比较知， W 3 = ajW z = UI 3 + 6 = a 十 = \ n d = 0,即 a ， b ， 
c ， d 为实数. 

若 d 古0,则 6 = dw lf a = czv 39 a + 6 = Or + d ) w z . 设 c # 0, 


有 



zv x 


div l = (c + < i ) w 2 =>c = - d = kd ， 

w 3 — zv 2 


其中々 


w % 

rv 3 


5 为实数，于是 


az b 
cz d 


kdw 3 z + dzv l 
kdz + d 


kxv 3 Z + TV 1 

kz + l 




进行比较知 ， a = kxv”b ^ W!，c — kjd = 1 均为实数. 
c = 0 时，可仿照 d = 0 证出. 

综上所述知， u ; = 将 Im <^) = 0 映为 Im ( w ) 

cz u 

要条件是 a , 欠全是 实数. 

例 IS 下列区域在指定映射下映为什么？ 

(1) Re (之）> 0 ，w = i : + i ; 

(2) Tm(c) > 0 9 zv = (1 + [)z ； 


0 的充 
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(3) 0 < Im(z) < — 


z 


_ 


* 


(4) Re(:) 〉 l ， Im (: r) 〉 0，w = 


(5) ReO ) > 0,0 < Im (:) < l y zv — 一 . 

解题中各映射都是分式线性映射的特殊情形，因此具有分 
式线性映射的一切性质. 

(1) ReO ) >0，即右半平面^>0.由 

zv = is + i = i(x + i)0 + i = — + (工 + l)i 


知 Im ( w ) = 十 1 > 1( 见图 6, 16( a )). 





图 6 + 16 

(2) Im ( 2 )> 0 , 即上半平面 j ，>0 .由 

^ = (1 + i)^ = (1 + i)(: + ijy) = (x — jy) + i(x + y) 
知 lm ( w ) > Re ( u ；) (见图 6* 16( b )). 

(3) 0< ImOO 〈如即 0 < 7 <冬，是带形域 •由 


w 


x 




+ y 


=^> Im ( w ) 〈 0. 


在 


喻 

^ 上取三点 


2 




0, 


，依次映为 


平面上（0,0)，（0，一 2)，（1， 一 1)，恰为 h — i I — 1上三点，而 


y = 0映为 w 平面上除原点外的实轴.依 


0 


? 


绕向对应 
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w 平面上三点绕向知，带形域对应圆外域 lm ( zv ) < 0, |z + i | > 
1( 见图 (5. 17( a )). 






图 6. 17 

(4) Re(^) > 1 ， ImO) > 0 ,即工 > 1> 0* 有 

iv = — = x t ^ - 0 => Im ( t ^) <0， Re ( w ) 〉0， 

z x 2 + ， 

又之平 面上点 （1，0), (1,00) 映为切平面上（1，0),(0,0),即射线1 
=1 ( lmz >0) 映为切平面实轴上区间[0，1].又 Z 平面上点（1，1) 

丄 

Y ， 

•上点.依绕向知映为半圆 < Y»Im(w) 
< 0内域（见图 6. 17(b)). 

(5) Re (^) > 0,0 <C Im (^) <1，即：1：>0,0<^: y < l ，是半带 
形域，有 

i v + ix 

zv = — = - 2 ~ -=>Re(i£；) ]> Of Jm(zu) > 0. 

之 j : 十 jy 

又 z 平面上实轴映为 TO 平面上半虚轴 p 平面上直线 y = i 上点 
(0， l ),( l ， l ),( oo , l ) 依次映为 w 平面上半圆周 = 士上 

点 Cl，。， ，(音，士) AO’Oh 平面虚轴上区间 [ 1,0]映为加平面实 
轴上区间[1，〜)•依绕向确定区域为 

Im ( za ) > 0* Re ( za ) >0， za — ^ 吾•(见图 6. 18), 
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，点（0,0)， 


,(1,0) 均为圆 


映为1平面上点 




图 6. 18 

例16 若分式线性映射扣==将上半平面 lm ( z ) > 0 
映为： 

(1) 上半平面 Im (^) > 0； (2) 下半平面 ImO ) < 0, 

则其系数应满足什么条件？ 

解将实轴映为实轴的分式线性映射如= 3^，应有〜 
he , d 为实数(见例 14). 


因为 


ad —— be 


，可以得出 


a / 一 （cz + d ) 2 ， …，一 • 

(1) 当 d — 时，>0,由绕向（当 2：* 沿渐增方向在实 
轴上前进时, M 也由渐增方向在实轴上前进）相同，知 Im ^) > 0 


映为 Im ( w ) > 0. 

(2) 当以 一 &<0时, u / <0,由绕向相反知， Im ( r ) > 0映 


为 Im ( w ) < 0_ 


例17若分式线性映射 w 将2平面上直线映为 切 

平面上单位圆，则其系数应满足什么条件？ 

解 若将直线映为单位圆，则映为卜 I 

cz - j - a 

~ 1上点，即 

1^1 — 去今 =—=1=> |a | = |c| , 

coo + cl c 

故系数应满足 ad — 6 c 垆0且丨= . 
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例 18 确定下列集合在映射 w 


下的像. 


(1) 2=1; 
(4) |^i = 2； 


( 2 ) ^ — 1 ; 
(5) Im (:) > 0. 


(3) Re (^) 




解 （1) ^ = 1是一点，代人知，映为点加 
(2) ^ =- 1是一点，代入知，映为点切= 


(3) Re(z) = 0是虚轴，即 


iTV 


代入得 


iy _ 1 _ (1 — ijy ) 2 — 1 + 


ijy 十 1 


1 + y 


1 + y 


1 + y 


( _ °° <C y < C 4~ °°)， 


写成参数方程为 


— 1 + y 

1 + V 2 


1 + y 


°° < y < + 


消去得，像曲线方程为单位圆，即 


1得出）. 


(4) |^| 


=1 (也可由 | w | = 1 -= 1得出）. 

ijy 十丄 

2是一圆周，令 jsr = 2 e w f 0 9 ^ 2^. 代入得 w 


2 e id 

2? 



，化为参数方程 


5 + 4 cos 夕’ 


0<❹， 


消去0得，像曲线方程为一阿波罗尼斯圆，即 


«- 吾) 2 +心( 


r 由 


XV 


ti ； + 1 

w ； — 1 




XV — I 


=| — z \ =2). 


(5) 当 Im ( c ) >0时，由 


zu _ 1 


Im ㈣ j <0 .令 


U + iu ， 得 


Im 


w 十1 

TV — I 


Im 


(m + 1 ) + it ； 1 — — 2v 

(u — 1) + i^J (u — l ) 2 + v 2 


<0, 


即。 > 0,故 ImO ) > 0的像为 Im ( tc ^) > 0, 
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例 19 试求将 ki < 1映为|^- 1| <1的分式线性映射- 
解 已知将 kl <1映为圆1^1 <1的分式线性映射为 


XV 


e 




Z 


a 


I — za 


k ! < i . 


将 < l 向右平移一个单位，即卜 一 i | < i . 


^^=1+^! = 1 + e i0 




a 


1 —— 


> \a I < h 


例 20 求将圆域 k 丨 </? 映成 | w | <1的分式线性映射. 


解先作伸缩映射叫=；|，将 kl < R 映为 1叫1 <1;再将 


!^i <1映为 hi <1，于是 


XV 


e 




XV 


a 


1 — zv x 


e 


id z /^ ~ a 

1 — ~s z/R 


e 


\e 


z 


aR 


a z 


， kl < 1 


即为所求映射. 


例 21 求将上半平面 ImOO > 0映为单位圆 | to | < 1的分式 


线性映射 w = /0 O ，并满足条件 
(1) /( i ) = 0,/(— 1) = 1; 


(2) /CO = 0， arg 尸 （ i ) = 0; 


(3) /(l) = l ， /(i) 


/5 


解 将上半平面 ImOr ) > 0 映为单位圆 | u ；|< l 的一般分式 


线性映为 w = k 


Z 


a 


z 一 n 

(1) 由 /( i ) - 0,得 i 


， Im(a) > 0. 


^ = 0 ，即^ = 1 ; 又由/ ( 一 1) = i ，得 


k 


- 1 — i 



1，即々 


i ; 所以 


xv 


. z 


z 



(2) 由 /( i ) = 0，得“ = i ; 又由 arg / G ) = 0,即尸（之） = e itf 


(z + i ) 


，尸 （ i ) 


2 


e 


i ( tf —，/2> 


0 得沒 


JT 

1 


.所以 


- 5： 


1X> 




{k = d 
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(3) 由 /( l ) = 1，得々 


1 — a 
1 — ^ 


;由 /( i ) 


/5" 


，得々 


a 


v5 (i _ 


,联立解得（过程略，请读者自己尝试) 


XV 


3 之 + ( >/^5~ — 2i) 

( V ^5~ - 20 z + 3 


提示 ：令 a = x + iy,a = x — i ： y ， 解方程得工 


5 


3 


:V 


例22 求将 |^1 < 1映成< 1的分式线性映射，且满足 


条件 


( 1 ) / 


( 2 ) 






0 ，/(— 1 ) = 1 ; 


0， arg /' 


7 t _ 


解将单位圆 \ z \< l 映为单位圆 IW I < 1的分式线性映射 


为 w = e 




z 


a 


1 — a z 


⑴由/ 


，M < l . 

= o , 知 a = 


又由 /( 一 l ) = 1， 知 




1 + 1/2 




e 




一 1=^^ 


7T 


故 


ZV 


— 1 


Z 


參 


1/2 


1 - zll 


Z 


⑵由/ 


t 0 ，知 a 


•又 议/ = e 


5 — 4 s ： 


(2 - z ) 


2 


( 由如 =e 




Z — 1/z 

1 — z /2 


求导）， /' 


e 


id 


=^>0 — arg / 7 


7T 


，于是 


iv = e 


i«/2 


z — 1/2 \ : 2 z — 

1 — z /2 


2 — z 


例 23 求将 M <1 映为 l«；l <1，且满足条件 /(«) =〜 
arg/ f ( a ) = 0 的分式线性映射(见图 6.19). 

解这个映射不能直接求得，需用从两头向中间靠拢的“过 
渡”方式来求. 


奢 
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图 6, 19 

(1) 先求？ = ^之），使之 = a ^ — 0,arg^ (a) = 夕 ，且 |z| < 

1映为 ICI <1.则.由上例可知 


^ = < p ( z )= e itf • 

1 — a z 

(2) 再求切=贫（？），使（= 0 —w = a ， arg 《’（0) = 0,且 

<1映为 | w | <1.先求其反函数？ = 4( u /)， 它使 | w | <1映为1?| 
<Cl f xv = a 映为 f = 0,且 arg #( w ) = argCl /^ 7 (0)) = 0, 则由上 

例可知 


? = 0( w ) = 一 " zr ~* 

1 — Ci XV 

因此，所求加由等式给出 

I ■■ 

，, ： 

xv — a z — a 

--— = e ,a - , 

1 — a w 1 — n z 

I 

例24 求将 hn(z) > 0,映到 Im .(«;) < 0、且把 r 平面上的线 
段（一 1,1) 映为平面上的射线 (0, + oo ) 的分式线性映射. 

解 设映射为 w — & < 0， a ，6， c ， d 为实数. 

CZ -f a 

由 5：=— 1 xv = oo f z = 1—►w = 0 可得一 r + d = 0，<3 
+ 6 = 0, 所以，取 a = l^b =— l ， c= l，d = 1 •即 

zv = k f ， k <C 0* 

二十丄 
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例 25 求把 Im ( z ) > 0 除去圆弧| = I = 1，0 < argz < f 所 

得区域映为 Im ( w ) > 0 除去直线段 Re(ttO = 0,0 < Im (^) < 1 
所得区域的映射（见图 6.20). 



图 6. 20 

解 由分式线性映射的保圆性，只要求做到 


1 


0j z — e 


in/i 


^2 


(1 + i ) — w = i , 


—1 


所以 


w 


k 


z —— 1 


r 


由 


& (1 + i )/ v 2 一 1 _^ 

k - — ： - =^<3 

(1 + i )/ + 1 


故 


XV 


v2 _ 1 z 

例 26 求所有使点士 1 不动（即 = 



— 1 

1 

r 

士 1— 士 1) 的分 


式线性映射. 


解设所求分式线性变换为 


az b 
cz + d 


(ad — Ac 尹 0) •由 


— 1 — — 1 ， 得 


1 


a + 6 
c d 


b 


+ 


d . 


因为 


即 


zv 


O + 1) + 


w + 1 


cz -]r d 

(z + 1) + c(z + 1) 

d 
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由 1 — 1 代入上式，得 


d . 


因此 


令 


w + l = (z + l) 


得 


Or 十 1) 


1 + d/c 
z + d/c* 


-f 1)(1 + q) ! (z + g) 
1)(1 十 < 7 )/(z + q) — 2 


=+ 1 
z — 1 


O + 1)(1+ q) 
Cz — 1) (g - 1) 


其中〃为复数. 


反之也成立.故所求分式线性映射为 


W + 1 
Uf — 1 


«岩’ a 为复数. 


例27 求使点 一 l ， i，l + i 映为下列点的分式线性映射 

j I - 

(1) 0,2 i，l — i ; (2) i ， oo ， i . 



直接用交比不变性公式即可求得. 


⑴由 


得 


所以 


xv — 0 
w — 2 i 

1 - i 
1 — 3 i 


e + 1 




i - 2 i 


1 + i 



w 


u > 


(2 + i ) ， 


(2) 由 


得 


所以 


: (1 + i)U + i ) = 

— 2(1 — i )= 十 （2 i + 3) 

xv — i 2 ： + 1 i 

--- - _______ ■ ■ 

w — I z — (1 + i ) i — 

之 + 1 w _ i , ’ 

z - (1 + i ) = ^7^ T (_ 1 

_ + 3 

w_ l 2 + i )( z-iy 


2 (z + 1) 
iT : + 5 - i . 

+ 1 

(1 + i ) ’ 


(—1 — i ). 


例 28 将点 


l ， i ，_ i 顺次映为 w = 1，0, _ 1 的分式线 


性映射将单位圆 k | < 1映为什么？求出这个映射(见图 6.21). 
解 由交比不变性，知 
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图 6. 21 


w _ 1 — 1 一 0 

- 鲁 - 

w ——0 ——1 一 1 


z —— 1 — 


z 


1， 


得分式线性映射为 ^ 


(1 +i)U + i) 


由于 




1, 


(1 + 之 ）+ 3i(l 一 zY 

i 为圆周= 1上的点 ， w 




1，0，一 1 是 


实轴 w 上的点，依边界绕向对应关系 ， kl < 1映为 w 平面的下半 
平面 Imh ) < 0. 

例29 求将 ReO )>0 映为|切丨<1的分式线性映射. 

解设 z 平面上一点《映为 w = 0, 虚轴映为 | w | =1的四 
周， a 的对称点 S 映为 w = oo . 于是，分式线性映射的形式应为 


w 


k 


Z 


a 


z 



_ * 

a 


当 z 取虚轴上点时，对应点在=1上.不妨取2 = 0,则 


t^t = l^t 


0 — 

0 + « 


m • 


a 

n 


是 ==1 ， 


所以，令々 = e 9 {6 e R ) ，故 w = e ” ( Re ( a ) > 0). 

z a 

例 30 求将 > 一 21 >1 和 4 + 21>1映为同心圆环1< 
| w | 的分式线性映射，并求 〆 见图 6. 22). 

解 设 2 平面上点 2 = 3,1, — 1， 一 3 依次对应映为功= 1， 
— 1， _ /°，/°，由交比不变性，得 

H : - f ~ ^ T \ ^P = 7十4 -/ J . 

— 3 — 1 — 1 — 1 |0 + 1 — p -\- \ 「 
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图 6* 22 


故，分式线性映射为 

z - 3 — 1 一 3 w — 1 — p — 1 

Z 一 1 — 1 — 1 w + l — /> + 1 


U ) — 1 
W + 1， 


即 4 + ? - 孕 ：^| = 2^|， ' 

3 + 2 v^y z ~ l 加 + 1 

丄 l (5 + 3 \/^3~ )z — (9 + 5 V ^3~) 

故 tv — - r-— — --- r= — . 

(1 + \ / ^3 )z + (3 + \ //n 3 ) 

讨论求得映射是否合乎 要求. 因为 4， c ， d 都是实数，所以将 
lm ( z ) = 0映为 Imini ) — 0; 由 绕向知 ，将 lm ( z ) > 0映为 Im ( t ^) 


故 


w 


>0.故将 k -2| 映为卜| =1*由> — 2|>2中点 一 1对 
应|功| > 1中点，命以松 一 2| > 2陕为‘ | 災 I > 1. 同理 k + 21 

>2映为 | w | <广故知，求得分式线性映射合乎 要求. 

例31 求将圆环2< | ir | <5映为圆环4< |to 丨<10且满 

足/(5) =- 4的分式线性映射(见图 6. 23). 



图 6. 23 

解 因为== 5, _ 5, 一 2,2映为 w =— 4,4，10, 一 10,由 
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交比不变性，有 

2 _ 5 — 2 — 5 — 一 10 + 4 • IQ ~h 4 

2 + 5 一 2 + 5 — 10—4 10 — 4 

故 w = /U) 应为 

z - 5 — 2 — 5 — w + 4 . 10 + 4 

之 + 5 — 2 十 5 w _ 4 10 — 5’ 


即 


w 


Z 


r- 

D 


W 


z 



5 


zv 


20 


讨论求得映射是否合乎 要求. 由于1〃 = /(幻将 kl =2映为 
\ w \ — 10,且将 z = 5 映为 w =— 4,所以 |^：丨>2映为 | <C 10* 
又 u， = /O) 将 |z| =5映为|功丨=4，将2 = 2映为切=_10, 
所以将|刈 < 5映为 | w| > 4. 以此确认，此函数合乎要求. 

例32 求将偏心圆环— 3 | > 9> — 8丨〈16映为同心圆 

环户< 卜| <1的分式线性映射，并求的值(见图 6.24). 



图 6- 24 

解设2平面上点 2=— 8，一6, 12,24依次映射为 w = 

j 

一 1， 一 p ， p ，\» 由交比不变性，得 

12 + 8 . 24 + 8 _ p + 1 . 1 + 1 一 _ 2 
12 + 6 • 24 + 6 — P + P * 1 + p P ~ "3 * 

于是 w = / O ) 为 

之 + 8 ^ 24十8 _ w + 1 . 1 + 1 _ 2 z 

:+ 6 * 24""+^ ~ tcT+ "2/3 * l W _ z +~24 - 

讨论映射是否符合要求.映射将 U — 3| =9映为 = P ， 
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将二 = 24 映为 w = I ， 所以将 k — 3 丨 >9 映为|叫> A 映射将 
|二一8丨=16映为丨 u，l = l ， 将 r =12 映为 w = 所以将 

U - 8| < 16映为 |wl < 1. 确知符合要求的映射为 

^ W 为实数). 

例33设2平面上过点《和6的两条圆弧围成区域£>,两圆弧 

在《点的夹角为 L 求 D 在映射切= 6^4下的像域 G (见图 

6. 25). 



图 6. 25 

解 将之= a，6 代入，得 z ^ a 映为 ui = 0，z = 6映为 w = 
而 d 矣良 所以两画弧映为过 w = 0和 w = 00 ，夹角为0的角形 
域 a 

例34求将上半平面 ImO)>0 映为 |wl <只,且使 /(i) = 
0 ,^( 1 ) = 1的分式线性映射 /Or), 并确定/?的值(见图 6. 26). 



图 6.26 
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解采用两边向中间靠拢的“过渡”方法. 

将 Im ⑴映为旧<1的分式线性映射加= 6^^^，将卜 

: r — a 


< R 映为 < 1 的映射为 C = f. 所以分式线性映射的形式为 



由 /(i) = = i, 


又由 

即 


f (i) = 1 = 


Re 1 


(z — Zf ) 2 





(i + i) 


1， 


知 = 2i^>R = 2 ， 夕 = 吾 . 

于是，所求映射为 


•• 



例35 求将 |z| <私映为 | u ；| <尽且使 w ( a > = b , 
arg ^( a ) =^(|^ \< R ^\ b \< R 2 ) 的分式线性映射（见图6 - 27). 



图 6. 27 

解采用从两头向中间靠拢的“过渡”方法. 

作映射叫=^将卜丨</^映为 j Wl | <1，将点^映为点^~; 
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再作映射 c 


— a / R x 

1 — Tv : a /R } 


R x e 




a z 


，将 j 叫丨 < 1 


映为 m < 1，将点&映为 C = 0. 


同理，作映射加 2 = f 将 Iw 丨<&映为|叫| <1，将点6映 


为再作映射？ 




e l5： 


zv 2 — b / R 2 
1 一 VOyt) /R 


R,e 


d w 


，将 


w 2 1 < 1 映为 ICi < !，点^：映为 C = 0. 于是，所求映射为 


R x e 


Rl 


= R 2 e w 2 — 

“ R \ 


\e, u) — b 


b xv 


即 


b TV 


a z 


(d = d x — 8 2 ). 


例 36 证明 ：分式 线性映射把一组同心圆映为另一组同心圆 
后，其半径之比不变. 

证设0 1: — ；2：。| = n 和(7 2: — z D | = r 2 是两个同心圆 

经线性映射映为同心圆 A : | w —w。 | =/^和心： 

| w — Wo | = Rz (^i ^ Rz). 

因为 ☆与 oo 是关于 C \ 和 C 2 都对称的一对点，则它们经映射 
后的像点^ 与％ 必是关于 A 和 r 2 都对称的一对点，即 


zv z 一 tv i 


于是 


R \ 

Wi — w 0 

Rl 


ZVo — XVi 


Rl 


zv x 一 xv { 


z 


XVi — ZV 0 ZVi — XV Q 


因为/?2,所以叫或等于叫，或为 00， gp 叫与两点，一点 
为圆心 ，一 点为 oo . 


(1) 设 A 对应 w 0 , 之 


对应 W 


az b , 7 


be ^ 0) 中 , r = 0，d 夫 0 ,所以 + 备 


371 





丄 u 
之 0 + -7 


Wo 


之 0 


于是 ^V 
所以 


H 


(z — z 0 ) 


Ri 

R2 


VO 


一 ZOq \ 

— Wo i 


\a/d\\z 
a/d I I z f 


^0 1 

Z Q 


(2) 设 A 对应 


对应切 = w 。，则 w 


az H- b 
cz d 


中 tc / 0 


，即 c 关 ( X 于是 


zv 


az/c + b/c 
z + d/c 



vu^z + b/c 


w 0 + 


^0 


即 

所以 

Rx 


Rt 


^0 


|w — W 0 \ 


XV’ 一 w 0 1 


^ / A 


Z — Z^\ \z f 一 2： 0 


— ^ o \ 


I 之 —=0 I 




例 37 设函数 《> = /( 幻在单位圆 M <1 内解析，且满足 

1 / 0)1 < 1 (kl < 1 )，则在 kl < 1 内， 恒有： 


( 1 ) 


( 2 ) 


f(z) — /Oo) 
1 一 f(z 0 )f(z) 

\f f M\ / 




z — z 0 
1 一 Z 0 z 


，其中 kol <1 


1 - \f(z)\ 


< 


1 - kl 


(施瓦兹-毕卡定理). 


证 （1) 建立函数 


w x 


之 1 +之 0 
1 + ^0^1 


- / U 。） 


1 - 歸(綠 


FCzO 


之0 
之0之 


由将单位圆映为单位圆的典型分式线性映射知，当 Id < 1时， 


-1 



之0 


丨 1 + ^0-0 
且有 


<1 •于是 ，当1/001 <1时，叫在 hi <1内解析， 
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F(Zi ) 丨 < 1 ， F(0) = 0 , 


由施瓦兹引理（见第五章第一节例 ll ) 知，当 kd < 1时， 
\ F ( z ,) \ < 1& I . 所以当< 1时，命题 (1) 成立. 

(2) 由题 （1) 知，当 z = ^。时，有 


f(z) - f(z 0 ) 


^0 




1 — /(:0)/(之 0) 

I — z 0 z 0 


两边令2 — 2。，取极限，得 


i / f (^ o )| < 


1 — \f(z 0 ) I 
1 — \^ o \ 2 


或 


l/'Oo) 1 




i/u 0 )r 〜 l- i: 0 r 


第三节几个初等函数构成的映射 


主要内容 

1. 幂函数 w = 自然数）所构成的映射在 JC 平面内除 

原点外处处是共形的. 

它将=平面上圆周 kl 映为 w 平面圆周|切| =，(将 kl 
=1映为 Iwl =1)，将射线(9-^。映为射线0 =峋，将正实轴沒= 

0映为正实轴沪= 0,将角形域0<夕<~< 映为角形域0< 

< p < n 0 o . 当；1 > 2时，映射 w = 5 ：" 在 ; s = 0处没有保角性. 

角形域0 < 0 ㉔ 经映射 ^ = 映为沿正实轴剪开的 w 平 

面0 < 即角形域张角扩大了 ”倍. 如果要将角形域映为角 

形域，可以利用幂函数. 

2 . 指数函数切=#所构成的映射在全平面是共形的. 

w = e '' 将 z 平面上直线工=常数映为 w 平面上圆周 f =常 
数，将直线3,=常数映为射线常数，将带形域 0<〗 m ( O<fl 
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(0 <C ^ ^ 2 ^) 映为角形域 0< argzu < a (将带形域 0 < Im(s) < 

2^ 映为沿正实轴剪开的 w 平面0 < argzu < 2兀），且-对应. 

如果要将带形域映为角形域可利用指数函数. 



茄可夫斯基函数可化为 w + = == ^ ，又可分解为 （ = 

之 Cl *L£J - fl 

7+^^ = = 《，所以茄可夫斯基映射将一个通过点 z = 

a 与 2=— aO>0) 的圆周 C 的外部——对应地共形映射为一个 
除去联结点切=«与功=一 <2的圆弧3的扩充复 平面. 当 C 为圆 
周1《丨 = <3 时，3退化为线段 一 a ^ Re(t^) ^ a = 0. 


4. 正弦函数 u ; = sinz 除点 z = 士 j (A 是整数）外在全 

平面是处处共形的. 

其单叶性区域有很多 ，如： 

<1) ImO ) > 0, 一 k < ReO ：) < 兀，或更一般地有 
G *: Im(20 > o ，（2 々一 l )7 t < Re ( z ) < (2 k + 1)tt (k 为整数 ）_ 

<2 )， f < Re(ttO < I *，或更一般地有 

M 

^k ： — ~ ^ n <C Re(z) <C 冬 + 々 tc. 

\ z l 

w = sins ： 可以分解为 

• z • i ( 1 

:i = i: ， z 2 = e : 1 ， z 3 = — \z 2 ^ zv = —\ z 0 - . 

^ \ ^0 

w sin ；2： 将 G * 映为全平面上除去实轴上线段[一 1 , i ] 和负虚 
轴后区域，将私映为全平面上除去实轴上线段（一 oo ，一；^ 和 
[1，+〜) 后区域. 


争 
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5. 余弦函数 加 = coss 除点 s =々 k (々是整数）在全平面处处 


共形. 

其单叶性区域也很多，如 

(1) Ini(2：) >0，一 <C Re(s) < ^ ■，或 更一■般地有 

Gk :ImO) > 0， 

—■— + 2 kn <C Re(z) <C + 2 kn (k 为整数 )• 

L L 

(2) 0 < Re(z) < I 或更一般地有 

R ： : k ^< Re ( z ) < (^ + 1)tc (石为整 数）. 

w = CO sz 将区域单叶地保形映为全平面上除去实轴上线 

段 [一 1，1]及正虚轴后区域，将尺；映为全平面上除去实轴上射线 
(― OO, — 1] 和[1，+ oo) 后的区域， 

疑难解析 


1. 映射如= /I 能否将 kl < 1映为 | w | < l , Im ( s ) > 0? 
为什么？ 

答不能.根式函数有将角形_缩/〗、到1/«的作用，但>1< 
1 不是角形域，这是因为 kl < 1 ^有$缝.#改为>| < i ， o < 
argz <27 t 就可以 了， 


2 • 如何 6 : 2 5 所示的两圆弧围成区域共形地睐为以图 
6. 28所示 的原点 为顶角的角形璉？ 


答两0弧交于以两点•若分式线性映射把 a 映为原点 A 映 
为00，则(： 1 ，0 2 就&为从原点出发的两条射线 / n , A ， 且顶角《等 
于两圆弧在 a 点的夹角 i 故分式线性映射为 


其中々为待定实常数. 
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( b ) 

图 6, 28 


若要使 A 与正实轴重合，只需在 C 上与正实轴上取定一对点 
来确定々的值. 

3. 如何将图 6. 29所示的两个相切的圆周围成的区域 D 映成 

以原点为顶点的角形域 G ：0< arg (0 <^? 



图 6. 29 

答先将 D 映为带形域0 < Imizvxa , 即将切点: r = 2映 
为°°点.两圆琿 A 和 C 2 映为两平行直线，再经平移、旋转、伸缩映 

射而成.分 式线性 映射可表示为 

• _ ! 

w = k Z ^ — (々和《为待定常数) • 

再利用 t == e- 即可把带形域0 < Im(w;)<^ 映为角形域0 < 

arg(f) < 8 . 

4. 幂函数加=；^(2垆 0) 具有将角度 扩大 ； i 倍的 性质，为什么 

• / 

■ I 

它对以 z = 0为顶点、张角为&的角域构成共形映射? 

n 

答 W =，有将角度扩大》倍的性质，但只在 Z = 0点.因为 
( 0 ) = 0 , 所以在== 0 不共形.但以 2 0 为顶点张角为巧的角 

n 
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域是其单叶解析区域，故映射是共形的. 

5 . 为什么映射 w = P 能将圆周的内部映为心脏线的内部（见 

图 6* 30)? 



图 6. 30 

答将函数 w = ^: 2 表成极坐标形 式:令 w = pQ l9 yZ = re ie , jj !] 

xv = pe 19 = r 2 e l2d y 即 r 

Cj 

由于圆周(不妨设为单位圆周 k _ 1丨 =1) 方程为 r = coW ， 
于是得 


^~P = cos | ， 


即 P 


cos 


9_ 


去 (1 + cos2f)- 


此即 w 平面上心脏线的方程. 

^ ■ 

方法、技巧与典型例题分析 


利用初等函数完成由一个图形到另一个图形的映射常常不是 
一 步可以 实现的 ，往往需要经过几步转换.因此，必须熟悉分式线 
性映射和初等 函数映 射的几种形式，它们能将什么样的区域映为 

i 

什么样的区域•因此，看到一个问题时，可以从两端想象，经过不同 
的变换向同一中间区域靠拢，对接起来就得到需映射.也可以从 
一端出发，分层达标，最后映为所设定区域,将一系列中间映射复 
合起来就得到所需映射.注意，此时映射不是惟一的，繁简程度往 
往相差悬殊.当然，我们应力求最简捷地得到映射.这就需要多练 
习、多动脑才行 • 
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例 1 将图 6. 31至图 6. 40中阴影部分所示（边界为直线段或 
圆弧） 的域共形地且互为单值地映为上半平面，求出实现各该映 
射的任一个函数. 

解 映射不是惟一的，我们对每个图形都只给出一个可行的 

解法.希望读者通过练习，能自行找到最简捷的解法 • 

(1) 因为 ImU )> l ， k | <1是以原点为圆心、2为半径的圆 

的一部分.先用分式线性映射 


-2 + — i f /~rr , ■ 14/1 

= -- ( y 3 +i - 

s ： — V 3 — i 

映为角形域；然后旋转 K 角，映为= 
放大3倍，映为上半平面•故 


oo ，一 v 3 ~h i - v 0) 

— e & 1; 再用幕函数 w = 


za — zv \ — ( e ^ Wx ) 3 =—— 


产 Mm . 

z + - i 

z — */ 3 — i 


负号是由点的对应关系决定的. 


(见图 6*31). 式中， 


>4 (z 



- - 

2i 

•/T+ i 

/T+i 

o 

， 



图 6. 31 

(2) 因为 kl > 2, k 一 是两圆弧围成的角形 

域，两交点为 （/Y, — ％/Yi) 和 （ ✓¥,/&). 分式线性映射将 

■ ■ 

角形域映为角形域号< argw；! < 

z — sT% + \Ti\ 

uu x = - — :- — r . 

z — \/ z — */ 2 i 

然 后旋转 f, 映为 0< arg«; 2 < ^， 映射加 2 再用幂函 
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映为上半平面.故 


( — e iK 7v x ) 


/y 




4 


( 仿 l) 


H _ i 2 


i^l) 


(见图 6. 32). 


v i (^) 





图 6. 32 

(3) 因为 k | < 2,0 < argz < f 为扇形 • 作映射叭= 〆 映 

为上半圆域 | Wl | <2，101(«^)>0•实轴上交点为土 16•用分式线 
性映射 


w 2 


w x — 16 

Wi — 16 


(16 


，一 16 — 0;0 — 正实轴上点) 


映为第一象限0 < argw 2 < 再作映射加 




zo ! 映为上半平面 


Im ( zv ) > 0•故 


TV = 


[- 


叻1 



16 

16 


2 





16 

16 


( W |) 


(见图 6. 33). 


v i (^) 




图 6.33 

(4) 因为 kl >2,0< ar 弘是第一、第二、第三象限除 


去 kl <2区域 . 用叫 


2/3 


映为 Im ( Wl )> 0,|^| > 2 2/3 ; 再作 
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图 6. 34 

(5) 连接点 z = 0 和 z = 的线段为裂缝的上半平面,用映射 

=^ 2 映为有裂缝[— a 2 , + OO ) 的平面 ; 再经平移映射= 

. : _ _ 

叫 + a 2 映为有裂缝 [0, + CO ) 的全平面 W 2; 最后经映射切=^ 

映为上半平面 Im ( w ) >0•故 

r - ■ 

/ ~ / - ,_ 

xv — y xv z — y zu x a 2 = Vz 2 a z (见图 6. 35). 






图 6.35 

(6) 图为单位圆 kl = 1外部，且沿虚轴有割痕 [〖， oo ). 其映 
射过程为 
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故 





ZV 2 — lzv l J = xv\ J zv A = 1 + zv z , 


zv = za 1 / 2 = (1 + to 3 ) 1/2 = (1 + TV 2 z y n = [1 + (iw!) 2 ] 1 ’ 2 




(见图 6. 36). 



4 ( uji ) 






v i ( u ；) 



u 


- 图 6, 36 

(7) 单位圆内部,有割痕 [0,1] 的区域.先经叫=/ /2 映为上 
半单位圆 Im ( Wl ) > 0, | < 1. 再经 

叫 + 1 7 

-- 

T £；2 — 1 

映为上半平面 Im ( W )>0 .故 



图 6,37 
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(8) |s：| <2»|^ — 1| >1. 先经映射 切1 = 映为条件域 
0 < Re(i^) < "I■，再经映射 

xv 2 = \w x , xv 3 = 2 ^vj z ? w = e u ' 3 

映为上半平面 Im(w) > 0 •故 

w = e Tt ^ = e 2 ™2 = e 2 h = e 27Ci : /u_2 )( 见图 6. 38), 




(Wj) 


ni 



图 6.38 


v k ⑼) 



(9) a < ReU) < b , 0 < a < b . 经映射 


* #vtv 2 w, 

zv x — z 一 a t zu 2 — vw x 9 xv 3 = r - , w = e 3 

b — a 

映为上半平面 ImCw) > 0 .故 

w -= e w » = = ^ x fb-a = e i*(*-->/( 卜 w ( 见图 6 . 39 ). 

(10) ReOO > 0,0 < ImU) < a 是半 带形. 先映为半带形 
ReO) > 0,0 < lm ( z ) < id， 再经映射 


Wi 


7 T 

a 


z 


zo 


2 


e 


IV 


TV Z 



3 


功 2 


1 

r 


w 


映为上半平面 Im(w) > 0 .故 
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mM 




图 6. 40 

例 2 求将单位圆外部 kl > i 映为全平面除去线段[一 i ， i ] 
的映射. 

解先用映射％ = +将 M > i 映为|叫丨<1，再用分式 

Z 

线 性映射 W 2 =— i 访 1 ■ 土 4将 luijl < 1映为上半平面 Im 0 2 ) > 

ZV \ ——丄 

0,然后用幂函数映为有割痕为正实轴的全平面,最后用 
分式线性映射 w = 1° 3 , ] 将区域映为有割痕[—1，1]的全平面. 
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图 6*41 

例 1 求将上半平面除去半圆盘 kl <1 和半射线 ImOO > 
2， Re ( z ) = 0的区域映为 Tm(tc;) > 0的 映射. 

解先用映射叫=+卜+士 j 将半圆周映为实轴与线段 
[一 1，1]，半射线 I讲 Os) > 2»Re(z) = 0映为 ImCwx) > 
Re(w；i) = 0,区域映为有割痕 |i;oo 的上半 平面; 再用 w 2 = w; 
将区域映为实轴上除去[0, + co) 和 ( 一 cxd ， 一 的全 平面； 然 

i 1 0 _ 
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后用分式线段映射 = ， ■冬 9/l j = 1 + —将区域映为除去 

w 2 I b ^ v 2 

正实轴的全 平面； 最后用切=将区域映为上半平面 Im ( w ) 
> o ( 取 y — 1 = i 的分支）.故 



图 "2 ' 、 

»• 

….供 U :播单位外:> | > 1除去线段[一 A， 丄 1] 与 [1 ,A] 的 
E 域映为 |«H -> 1 A 映射. - 


解映射叫 •卜十 +j 将区域映为余乎面除去线段 

[- 〜‘一1] 和[1， 幻 的区域 ，其中沒=士(1 +々 十 3^ j 〉 i ; 
再作映射斯=孕将区填映为全胥面餘去线段[一 1,1] 的 E 域; 
最后作映射 IV = XV 2 + V XV 2 — 1将区域映为 | w | > 1.故 

W =1 +A Z +1/(1 +A) * V(l +h+l/a +A)) -I ( 姻 6 - 43) . 

例 5 求将二角形区域 k + i | > /2~， k - i | < 映为 
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图 6-43 


上半平面 Im ( W )>0 的映射， 

解作分式线性映射叫= ^-±4 将区域映为角形域一 

z - 1 4 

< argztTj <— 再经 w 〖将区域映为左上半平面 Re ( w 2 ) < 
0 •，最 后作旋转映射 W = — iw 2 , 即映为上半平面.故 


w ―― izv 2 =— ixv\ =一 i ( —— 4 (见图 6 . 44 )- 

\ : _ 丄/ 

、⑷ I M *(«/!) v 4 (W) 



图 6. 44 


例6 求相切于点 r = a 的两圆周所围月牙形区域到上半平 


面 Im(uO > 0的 映射. 

解先将月牙形区域映为条形域0 < Im(uO < JT , 因为将 Z 

= d 映为无穷远点的，适当即得叫=再由 W = 

z — a 

e ^ 1 即映为 Im ( u /) > 0•故 


> (见图 6 . 45) . 


例 7 求将单位圆内部除去实轴上区间的区域映为单 
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图 6. 45 


位圆内部，并使2：= 


i ，+， i 依次映为 


vu =— l ， i，l 的映射 • 


解作分式线性映射叫= Y=rh = 将区域映为有 

割痕[0，1)的单位圆 内部. 再作叫=(取1 = i 那支）映 
为 ImOr ) > 0, k | < 1•再用叫= ( 一 ^~~) 2 将其映为上半平 

I 切 2 — 1 / 


■ 

面，然后用 W = — | 将其映为 tw | < 1，且使2= 1， j ， l 映 

wj 卞 1 … L 

为 w = — l ， i ， l .故 



(见图 6.46). 


例8求将有割痕（一 oo ,0] 的带形域 一 j < Im ( z ) < j 映 

为半带形域一冗< Im ( w ) < w , Re ( w ) > 0的 映射. 

^ M 用屯将区域映为有割痕(0，1]的右半平面 Re(uO 

> 0;再用将半平面映为有割痕 （一 oo , — 1] 的单位 

— X 

圆外域;又用 W 3 = i 取/丁 = 1那支）将区域映为去上半单 
位圆内部的上半平面;再用== lnw 3 ( 取 lnl = 0那支）将区域映 
为半带形0 < Im(ttO < ^, Re ( xv 4 ) > 0;最后用 w = 2切 4 — 汰映 


为所求区域，故 
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图 6. 46 


w = \n ^土 (见图 6. 47) 








图 6. 47 


p . ■ H _ 

例 ， t 求将湖 r 物线 y = 鉍卜十音)的上半支与实钟线段 
參 , op ) 所围区域狹为上半平面的映射 • 


解先甩映射 《 v = &( 取 = i 那支)将区域映为半 

带形0 < 1111(%) ；< >> y ^， Re ( w l ) 〉0;再用 w 2 = 将区 

域映为 0< lm ( w 2 ) <7 r ， R e 0 2 ) >0;又用 w 3 =— e — ，将区域映 
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上半单位圆内部;再用 =— 将区域映为第一象限；最后 
用 w 将区域映为上半平面•故 

f ^/Lzip — 1 \ ^ 

^ = —n 硕 + i ( 见图 6 - 48) ^ 
e I 



图 6. 48 


亦可将切 2 用>^将区域映为 0< lm ( w 2 ) <兀， Re ( w 2 ) > 0 

后，用 w 3 = iw 2 将区域旋转最后用 w = cosu ; 3 将 一 7 C < Rq ( w 3 ) 

<0， lm ( w 3 ) >0 映为上半平面.故 t 

卜 ■■ ■ ■ ^ - 1 . 



例10 求函数 w | ^ + 士将下列图形映成什么图形 • 

(1) 圆域 kl <尺 < 1; (2) 圆外域 \ z \ > R>li 

(3) 下半单位圆内部，即 I < 1且 Im < z ) <0. 



鲁 
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(1) 圆域的边界 kl = R 映为 椭圆周 

2 2 

» .- … v _ = 1 

(K + 1/幻 2 /4 ^ ( R ~ 1// OV 4 ’ 

当点 z 沿圆周正向一周， w 在椭圆周上逆向绕行一周，故圆内域映 
为椭圆外部域(见图 6.49 的左、中 图）. 

(2) 当点2沿圆周正向一周，点 w 也绕椭圆周正向一周，故圆 
外域映为椭圆外部域(见图 6. 49的中、右图）. 



图 6.49 

(3) 设 D 的边界为“，“，“，像的边界为 AAA ， 则有 

11 5 0 = 0,0 - ► 5 】 ： t/ = 0 ， l<W 〈 +OO; 

1 2 t $ = 7r,0 ^ p^l - ► s 2 * I ； = 0, —oo〈a < — 1 ； 

/ 3 ! ^ 0 ^ = 1- ► 5 3 : v = 0 f — 1 ^ a ^ 1. 

由绕向知 kl < l ， Im ( z ) < 0映为 Im ( u /) > 0. 

例11求将椭圆周 g + ^ = 1的外部映为单位圆外部的映 
射_ 

解由于茹可夫斯基映射《；==+卜 十 + j 能将圆周 ki = 

尺（及 > i ) 映为椭圆周 

1/2 ■ ^ 1 
Z ( RT ~ i / Ry / 2y + kr - imnj = ^ 

由题给条件知 ，“ = 5 = -|*( i ? + 士■彳， v =4 = ~| •(尺一去|，所以 

尺= 9. 
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又，映射加将 I 奶 il >9映为 | w | > L 
将茄可夫斯基映射写为，= +«)，即得 


w = 



(见图 6 . 50 ) 


* 








7/> / 




图 6. 50 

例12 映射 W — COS5 ： 将半带形区域 D : 0 < ReO ) <7T, 

\ m ( z ) > 0,共形映射为什么区域？ 


解 因为 w = COS2 ： = ^(e- + e— u ) 可以分解为 


w x = iz f w 2 = e 1 f w z 


+ 5 • 


由于 w T COSZ 在所给区域单叶解析，所以 

( 1 ) = 4：将半带域旋转^■，映为 

0 < ImCwi ) < 7 r , Re ( w x ) < 0. 

， 

(2) wv =< i 将区域映为单位©的上半颶内部 


(3) w 
图 6. 51), 


•■ ■ 

|w 2 | < 1 ， Im<w 2 ) > 0. 

» _▲ 

1 、 ■ 、■、 

^2 + 士 将区域映为下半平面 Im ( w ) < 0( 见 
w 2 


例13 ^求将有割痕(一1，0]及 [ a , l ) 的单位圆内部 | z | < 1 
映为上半平面半带域 ImO ，）>0 ， 一 |< Re ( tc ；)<^ •的映射 
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图 6.51 

(0< a < l ). 

解映射叫=丄1将区域映为有割痕[_°°， 一 i ) 

Z \ z 

及[1，幻的全平面# =— 1，0，〜1依次映为 

-1， - oo / 谷卜 外+ 士卜 )， L 

又，映射 tv 2 =— { iv x — ^) = d — TV X 将区域映为除去正实轴 

的全平面 0< argu / 2 < 2tc ， w 3 = 将区域映为带形域 0< lmw 2 

< k ， 最后 w = arcsinz 将区域映为半带形域 

. . r , 

Im(w) > 0, — y < Re(w) < y. 

故 tv = arcsin A /j d + A — t i (见图 6. 52)- 

V l a z 


( z ) f (u/,) 
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图 6. 52 


第四节 


共形映射定理与多角形映射 


主要内容 


1. 黎曼定理 

不论两个单连通域 尽与氏 (它们的边界是由多于一个点所构 
成的）是怎样的，也不论这两个域中的两个点 〜（在 民中） 与 


W。 (在民中）以及一个实数％是怎样给定的，总有一个把域 A — 
一对应.地映为域尽的共形为 TO == /OO 存在，使得， 

/O。） = w 09 argf f (z Q ) = a 09 


并且这样的共形映射是惟一的. 

2-边界对应原理 

. •• • • 

设有由光滑闭曲线(或按段光滑闭曲线) r 所围成的线 D 以及 
在 D 内及 r 上解析的函数 y = f ( z ) ，假定函数 w. = /(z ) 将 r 一 


一对应地映为闭典线 rf 所爵成 的域为仅;并且当 z 沿 r 移动 
使得 d 留在左边时，它的对应点 w 就沿 f 移动且使 zr 也留在左 
边.因此， W = /(怎）将 D —一对应地、共形地映为 £)’. 

3. 施瓦兹-克里斯托弗 （Schwarz-Christoffel) 映射 


w 


f !2 -i 1 JL^ l 

尺 J [(: 一尤 l) w (:— 气 )* …( 之 一： c”）* ]dz + C 


和 


f 5—1 ^2-i 

w = 尺 ' j [( 之一工 l) * (« — x 2 ) x … {z — x n ) ](1 之 + C 

• 5 

给出的映射称为施瓦兹-克里斯托弗映射 • 

施瓦兹-克里斯托弗映射能将 Z 平面的上半平面 Im(^) > 0 
共形地映为平面上的多角形区域. 
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式中， :^，々， …，是平面实轴上点 ， A 0 2 <… < 工“…， 
心…，〜是实常数，是多角形区域的各内角的值与 p 根据具 
体情况确定，也是实常数. 


疑难解析 

1. 在什么情形下黎曼定理不成立？ 

答两种情形•一是&和氏都是扩充复平面，二是除去一点 
的扩充复平面.因为这两种情形的边界点都不多于一个，不能保证 
映射函数切= fM 的惟一性. 

2. 怎样具体实施施瓦兹-克里斯托弗映射？ 

答若具有顶点为 W *、 夹角为的多角形已给 
定，要求= /(«). 

(1) x lt x 2 t x 3 可以任意选定（即 ， x 2 ，•••，& 中有三个可以任 
意选定，常取 oo ,0, l ， 一 1等值，其它值由具体问题确兔. 

(2) 当多角形的夹角有等于零的时候，可证明公式仍然有效. 

(3) 若 A ==的，则公式为定义中第二个形式，可少一个因子. 

(4) 当多角形为变态多角形时，即有一个或几个顶点在无穷 
远点 • 

规定: 在无穷远点两条射线的交角等于这两条射线反向延 
长线在有限选交点处交角乘一 1. 


方法、技巧与典型例题分析 


边路对应问题与施瓦兹-克里斯托弗映射都有一定的难度, 
它的方法比较复杂，技巧要求也较高，我们只举几个例子，供读者 
参考 • 

例1函数加 = s + f 将 卜1 <1映为什么样的区域(万为 
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不小于 2 的正整数）? 



因此 


令之= e'O < ^ < 2兀，则 


w = m + k; = + e yn$ /n. 


u — cos 夕 —- CQ&nd ， 

n 


v = sind H — -sinnd 9 

n 


对0<0<吾，有故有 

v! (0) = — sin6 — sin” 沒 < 0 ， 

即奴 ❼从 1 + 丄单调递减至 COS f wW ) 从0单调递增至 sin A 

n cn is/i 

+ ~. 由于 u (们是偶函数 w (幻是奇函数，所以当 一 f 6 < 0 

n 6n 

时，图形与0 A 时是对 称的. 


可以证明，对宁其余的0值，每隔 I 的图形都与上面的图形对 

n 

称且— . 一 对应. 

由于切= 2 + €是| 2： 1<： 1 内解析，1 2 1< 1 内连续的函数， 

71 

- 

则由边界对应原理，映射将 丨<1 映为 W 平面上区域内部.图 

■ ■ ■ 

6* 53給出 ” = 2的图形. 



图 6.53 

* 

例2 函数 w = — ^ — t 将单位圆上部 k I < 1 ， ImO ) > 0映 

1十之 
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为什么样的区域? 


解 当_1<工<1，} = 0时，切 


+ .r 


从一去单调递 


增至音.当 


6"时，有 


XV 


2cosf 


故当时，加从4单调递增至⑴时，功从 


单调递增至_ 


之 1 - 

1满足户 




0 = OO 时，又由边界对应定理推广：// = l,a = 1, 
1 < 卢去纟 = 3. 故函数 w = 将 W <工， 


ImO ) > 0映为上半平面 Im ( w ) > 0* 

例3 求将上半平面 ImCzOX ) 映为 u ； 平面上以点％ =0, 


1，《8 


(1 十 / Ti ) 为顶点的三角形内部的共形映射 


解在％处内角 ATT — arctan 


2 / 


，于是 A 


同 理榑％ 




1 — a 2 — 七 


轴上的对应点 $i = 0，: c 2 = l，x 
(退化情形），得 


「.在 z 平面取巧 ， or 2 , of 3 在实 

I . j 

由施瓦兹-克里斯^弗公^ 


m z 

K (z 



K 

Jo 


因为 2 
因为 z 


，而 ） 1/3 一 1 (5 ： — x z y^ l dz + c 

T ■ 

4 ■_• 

h 

r 2/3 c^ - ir 2/3 dz + c 

*-. , 

- dz : , r 
V^{z - l) 2 、 • 

w = 0 , 故 c = o. 

w = 1 ，故 

I f 1 dx 

A = 1 
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所以 



W ^)o 


dz 

^z 2 (z-iy 



纟(见图 6. 54). 



图 6,54 

例4 求将上半平面 ImOO > 0映为 w 平面带形域0 < 


Im ( w ) < n 的共形 映射. 

解将 w 平面上带形域理解为顶点为 A = oo ， a 2 = 0， a 3 = 
00 ^4 = 的矩形 点内角为 0，a 2 ，a 4 点内角为 w •故％ = a 3 

= 0yO 2 = a 4 = 1.取 a l 4在 5 ^ 平面上对应点为 工1 = 0,工 2 = 

■¥ 

1,^3 = OC ， X 4 . 则由施瓦兹-克里斯托弗公式(退化情形），可得 

► 

iv — /Cj {z 一 xx ) 0-1 ^ — x 2 ) 1 ~ 1 (« — x 4 ) 1 ~ l dz + C 
= 尺|" ^ +>C — k\nz -|- C . 

因为 2 ： = 1-► w = 0,故 C = 0. 


因为 <2： = x 4 — ►w = ici *= Mn ,| x 4 1 + iKargj ^， 故 


K — 1 9 ^4 


1 


所以 


〒4 nz (见图 6* 55) 



图 6.55 
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例 S 求将半带域 Re(z) > 0,0 < ImOO < a 映为上半平面 
lm(w) > 0的共形变换. 

解 将半带域 ReOO > 0,0 < lm ( z)<a 理解为三角形，顶 


点为 口1 = ^ i 9^2 = 0，<2 3 = •各内角为了，了，0，所以 






a s — 0 . 


设 zo 平面上 q，a 2 ，a 3 的对应点为~ = — 1，6 2 = 1,6 3 


•所 


以 


z 


K 


K 


+ 1) 1/2_1 (w — l) 1/2 ^ 1 dw -\- C 


r 


dzv 


\f xv ^ — 1 


+ C = 尺 arcchzu + 


因为 u; 


z = 0,故 C = 0,w — ch 


因为 w =— 1 — 之 




1 


ch ^ = cos 


于是，所求映射为 XV = ch 




沿，故 


—a 丨 

a 


K 

? (见图 6 * 56) 

(w) 



7t， K 


n 



__ 






x 


注意 


图 6, 56 

- H 

施瓦兹::克里斯托弗公式中的税分，有的教科书用不 


■ 

定积分表示，宥的教科书用定积分记号^表示. 选取〜 一定要考 
虑使积分有意义. 

例 6 求将上半平面〗 ni0r)>0 映为⑴平面上如所示的阴影 
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区域，并使 上= 0对应>1点, x =— 1对应 J 5 点的映射. 

解 将 W 平面上区域理解为顶点为4，万/的三角形， A，C 
为无穷远点.在2平面上取 A = 0, 一 l ， m 对应山 B ， c ， 则对应 

= 0 ，f 7 T ，0. 

由施瓦兹-克里斯托弗公式，得 


XV = K\(z — 0) 0 一 1 (之 + 1 ) 3/2 一 1 dz + C\ =尺 


z 十1 


dz + C \ 


K 


s ： + 1 + In 



1-1 


z + 1 + 1 


~h C x . 


写成复数形式，有 


w + it; = (a + i6)(2[(x + l) 2 + y z 2 1/4 


cos 


arg(s ： 4 - 1) 


■ s . n arg( g + l) 


则 


+ In 


z — 1 • - 1 

之 + 1 + 1 



larg 



1 — 



+ + iC 3 


v = 2 a\_{x + l ) 2 + 3； 2 ] 1/4 sih ’厂衫: 十 _ 及) + aarg 


2 b\_{x + l ) 2 + 3； 2 ] l/4 cos 



1 — 1 





arg(z + 1) 


+ bln 


之 + 1 — 1 


之 + 1 


(1) 当 w 沿^ 4 


+ C 3 . 


时 (v = — 0^" (：y = 0 ). 代入 v 的表 



达式（取 x — 0一）可得+ c 3 = »，办 




(2) 当 w 沿 a 4 


时 O = 0)4—0+ (: y = 0) •代入 u 的表 


达式(取 X — 0+) 可得: c 3 = 0 ，a = 1，々= 1. 于是 


z + 1 + In 



1-1 



因为 


I ^^TT + 1 1 

Tci 9 =^Ci — 0,故 


iarg 




1 — 1 

j 

1 + 1 


+ C 2 , 
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W = 2 + ln 见图 6 . 57) * 



图 6*57 


例 7 证明 ： w 


dz 


V^(l - Z 2 ) 


将上半平面 Im ( z ) > 0 映为 


一个边长为 


丄 p 2 

2 I 4 I 


的正方形. 


证设 ABCD 为任一正方形，依黎曼定理，存在映射 w 




/0 O , 将角域第一象限映为三角形 ABC 内部，使 W = Z ， B ， C 对应 
Z = 0,1 ， oo , 并使正虚轴映为 v 4 C (正方形对角 线). 由对称原理，共 
形映射切=/00将上半平面映为正方形 ASCD , 且一1,0,1,00 
对应由施瓦兹-克里斯托弗公式，得 


w 


K 


j 




(z + i) 1/2-1 cc — oy /z ~ i (z - iy /2 ~ i dz + c 


K 


dz 


Vz(l— z 2 ) 



C . 


再证明正方形边长为 


\ AB \ 




I：IS 


2 

\ dz ] 




n 


工-1/2(1 — x 2 ^- l / 2 ^ x (令工2 =,) 


0 


1 厂 V 4 (1 — p )-! 々尝 

0 u 

i r ( i / 4 ) ra / 2 ) = 

i ^r(3/4)^ — 



l 


v 2^ 


i/A - i a - ty n - i dt 


( 见图 6. 58). 


參 
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图 6. 58 


例8 求将上半平面半带域 


一 S 〈 Re (《） 〈 | 


ImO) > 0 


映为上半平面 lm(w)>0 的共形 映射. 并使 z Y 对应 w = 土 h 

解先求逆映射 Z ==〆》).将半带域视作一个顶点在 oo 的 

变态三 角形. 三角形的三顶角为|，|，0•在 w 平面上取切=一 1， 


，oo 依次对应2平面点 


f ，00,由施瓦兹-克里斯托弗公 


式，得 


xv = K \ Qw -f- 1) 1/2 — A (w — l) 1/2_1 orw + C 


dw 

K ivr ^ 




^ - 1 .-7 〆 

尺 arcsum; + C 


w 


I i -i 、1一 _ i 

因为 u ； =_，1 


IV 


，故 


K 


, C 


于是，得映射 ^ = arcsine 取逆映射即为所求，即 

tv = sinz (见图 6. 59). 

例 9 证明: 将单位圆内部I刻 <1 睐为五角星内部，圆心映 
为五角星中心的映射为 


XV 


(1- ^ 5 ) 2/5 , 

a + z s y /$ ; 


当五角星外接圆半径为时，有 
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K I = 2 3/5 


图 6. 59 

. r(3/io) 

〕 r(i/io)ra/5) 


证 如图 6 , 60 所示 • a = ^ .OiBj = R . 由共形映射 

o o 

一般原理，存在惟一映射将扇形映为三角形〜七艮，使〜 — 
— 屯，瓦— b . ib , = e —). 根据区域开拓与对称原理，存在唯 
—映射切= /( d 将<1映为五角星内部，使 
B h ^ b k ik ^ 1，2,…， 5) .其中々二 e ^*- 1 " 5 是 — 1 = 0的根 A 
— e U2 *^ lW5 是 z 5 + 1 = 0的根 • 



图 6. 60 

由施瓦兹-克里斯托弗公式，得 


U ) 


= fiz) = k( 


—龙 ) 2/s 



(1 - ^> 2/s 
(1 + z s y /% 


又由— 1与心对应 o x B z = 7?，则 


\K 


ro 



(1 一 x 5 ) 2/5 

a "+- r 5 ) 2/5 


聲 
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作代换 


1 + X 

I — X 


5 \ 2 


，得 


1^12^ 


2/5 




1 P 

Jio 


9/10 


(1 — 


叫 2 


即 


\K\ 


_ 2/5 丄 r(i/io)r(i/5) 

5 ^ 1 X 3/10) 

心 5 5 R 3/10) 

6 r(i/io)r(i/5) • 


例10 利用施瓦兹-克里斯托弗公式,求将上半平面 ImOO 
>0双方单值共形映射到下列区域的函数切= / U )： 


(1) 全平面上除去正实轴后的区域； 

(2) 0 < Im ( w ) < h 且满足 /(— I )= 

(3) 内角为 f ， f , f 的三角形，且满足 


，/(1) = + 


, a 


/(0) = 0，/( l )= a >0， /(oo) = a + i — ； 

(4) 如图6_ 61 所示，/(0) = A 9 f ( l ) = Byf ( oo ) = 

解 （1) 设 /(0) = 0，/( oo ) = 

，且 w = G 点醜 度为 2 n . 動施瓦 


兹-克里斯托弗公式，得 





TV 


Klz^dz + C 


K 


dn 


由 /(0) = 0 =>C = 0 •由正实数+正实 

1 

数，知 / C 为正实数. 


图 6.61 


(2) 由于平面两端无穷远处夹角为零，由施瓦兹-克里斯托弗 


公式，榑 


XV 


m 

K 

« 


(z + l)_ l d 之 


2 2： 



卜小 


因为 2 = J ：，0<: c < 为实数，而 In 



虚部为 t 则尺为 


实数 • 又设 = 1 一 c 和2 2 = 1 + £， 对应的叫在实轴上， w 2 在 
ImO ) = h 上 .于是 


鲁 


403 


鲁 



h — lm(zv 2 — W\) = Im 


k 


In 


e 


Im 


K 


In 


£ 


2 + e 


In 


e 


2 + e 


2 + £ 


7H 


7T1 


In 


e 


2 + e 


m 



K 

y 兀’ 


故 K 


2 h 

丌 


.因此 


XV 


TC \ Z 一 1 


(3) 设 = _ 二 0 ， 1 ， 


m 


ia 


w = 0 9 a 9 a + 由施瓦兹-克里斯托 


弗公式 ，得 


VJ 


K 


V /6 一 1 0 — l ) l / z T l dz (由之= 0 — w = 0 知 （7 = ())• 


♦ z = : c ，0< x < l ， w 取正实数，则 


x 


0 


- S /6 (，一 ! )-1/2^ 


x 


0 


-5/6 e -«/2Q _ 




一 

Jo 


S/6 


(1 — t)~ l/2 dt 


故当 x — 1 时，有 


a 


n 


尺 i r s/6 (l — t)~ 1/2 dt 


- 


0 



ra/ 6 >r(i/ 2 ) 


r(2/3) 


即 

从而 


ar(2/3) 


w 


K = i T(l/6)r(l/2) 

aF(2/3) 


z- s/ Hz - ir uz dz . 


ra/ 6 )ra/ 2 ) 

(4) 设 z = 0， l，oo — w = HC ， 由施瓦兹-克里斯托弗公 


式，得 


w 


Z 


卜卜 1 (之 _ iy+^dz. 


令== jt >1 时， w 取正实数值,则积分也取正实数值，故 

、 K > 0. 




又:^ zv x > 0,^2 = — w ， 虚部为一 a ， 于是有 

404 - 




z~ e {z — l) d dz 


Im(wo — xv } ) = \mK 


\^\=-R 
args —0 f R 

Cj 1 6 

ImK 1 - dz 

J 2 ； 


dd (展开) 


Im 尺 1 — — +… d 没（展开） 

J I z 

A 

Im/C[ — 2tR — 6ki -{- o(l)] 

(△表示卜丨 = R ， argz = 0 ^ R) j 


故 


因此 


XV 


Kdn=^K 


Ct I / z — 1 

d ^}[~7~ 


dn ’ 


cLr. 


例 11 求将上半平面 ImO )>0 单叶共形地映为边长为 2 的 
等边三角形的映射(三顶点为一1,1, /3" i ). 

解 设 z = 0， l，oo — w ='— 1，1， • y ~3 \ t a i = ~ t k — 1，2, 

o 

3. 由施瓦兹-克里斯托弗公式，得 
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因此 
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从而 
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例 12 求将上半平面 Im ( r ) > 0 单叶映为图 6. 62 所示区域 


405 


的映射. 


解先考虑图6.63(3)中上半平面101(2)>0映为图 
6. 63( b) 中图形的映射 * 令 z = — l，0,oo — 切= A a , A X jA 3 . 



图 6. 62 图 6. 63 


由施瓦兹-克里斯托弗公式，得 
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dz + lh . 


若 z =— r ，0< r < l ， w 在4与山之间，即虚部为 A •因 
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dz 取负虚数， 故尺是 实数. 


又 w : 
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Kni + o ( l ) (△ 表示 |之| = r 9 avgz = 0 f k ). 


所以 lm ( w 2 — «；!)= Kit + o ( l ) 


因此 
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dz 4 - ih . 


由对称原理，函数 


w = FCz) 


f ( z ), x 6 {( Im (:) > 0) U 
f ( z ) » lm ( z ) < 0, 


>0)}， 


将全平面去掉负实轴后的区域双方单值地共形映射为所求区域. 
因此 ， w = 尸 （一 〆 ）将 ImOr ) > 0映为所求区域 • 
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